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PltKFAOK. 


rpHK Mathematical Congress of flu 1 World’s (kdumbian Ex- 
position—of whose proceedings a brief report follows this 
preface—-entrusted the publication of the* papers presented to 
the Congress to the* Chicago committee editing this volume*. 
Neither the* management of the Exposition nor the* govern¬ 
ment of the* Unites! States had made* provision for the* publishing 
of the* proceedings of any of the ( <hicage> (’ongresses. No publisher 
was found willing to issue* the* pape*rs at his own risk. 

At last a guaranty final of one* thousanel dollars in all was 
subscribed, six hundred dollars by tin* AmtTiean Mathematical 
Society, and four hundred dollars hy nn*mhers of that Society an* I 
other mathematicians, On the* basis of t his guaranty fund the 
publication of the* volume* of papers was made possible, the Ann 
Math. Son, assuming the financial, anti fin* Chicago committee the 
j editorial responsibility. 

The* Editors take this opportunity to express their grateful 
appreciation of tin* generosity of tin* subscribers to the guaranty 
fund, and of the interest in tire undertaking shown by the officers 
of tin* Am. Math. Soe, They desire also to thank Messrs. 
Macmillan and Co. for the satisfactory dress in which the papers 
appear. 

THE EDITORS. 


UfUeAOo, Ihmmhrr 18U5. 









A BRIEF ACCOUNT OK THE CO NO HESS ON 
MATHEMATICS, HELD AT CHICAGO 
IN AUGUST, 


In the KchctluU' put. forth by the World* Congress Anxtliurv 

of the World’* Columbian Exposition of 1 the 

* % , Frtitttilawrf 

week beginning on tin* twenty-first clay of August *niu^r#m«aw. 

was designated for Congresses on Science and Philo¬ 
sophy. Early in 189*) the local committee for the* Department of 
Mathematics and Astronomy hud sent invitations to a large* 

number of eminent specialists in those scieneen in Amerieau and 
European countries. In response to these invitations, many cote 
tribu turns wore* received by the local committee before tin* opening 
of tin* Congress. The government of cun* country, (icnuany, had 
delegated an Imperial (’ummissiuner to attend tin* (’ougress m 
person, Professor Felix Klein of Ubttingen, who brought nearly all 
the mathematical papers contributed by bin countrymen, ami 
cooperated effectively with the local committee in the preliminary 
arrangements. 

The general session of all congresses in the lhpartmeni of 
Seienee and Philosophy, convened in the Memorial 
Art Palace, Hall of Columbus, at lO.dt) a.m, of 
Monday, August t fst, 1898, After an address of 
welcome by Mr Chariest! Boimey, President of the World's Con 
grew Auxiliary, responses wen* made by foreign delegates, The 
assembly then disjiersed, to meet immediately in tin* smaller mourn 
net apart for the several divisions. 


Formal 
Ojmmib f, 


* CuMpiifiti toy It, H, White from lie* oltlmul *4 (hr Hm'tt'dmy, IV4em*r 

It, \\\ T|lur of Itomtoit, 
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The divisions for Mathematics and Astronomy convened in 
Room 24 at 12 M., under the chairmanship of Pro- 
Mathematics f esS or G. W. Hough of Northwestern University. 
Astronomy After the introductory address of the chairman, 
Professor Klein addressed the division upon “The 
Present State of Mathematics*/ 5 By vote of those present it was 
then resolved to meet in two separate sections, for Mathematics 
and for Astronomy respectively. 

The mathematical section met at 12.30 P.M. in Room 25, where 

also all its subsequent sessions were held. The 
Organization. x 

assembly was called to order by the chairman of the 

local committee, Professor E. H. Moore of Chicago. For the pur¬ 
pose of organization, a nominating committee was chosen, con¬ 
sisting of Professor J. M. Van Vleck of Wesleyan University, 
President H. T. Eddy of Rose Polytechnic Institute, and Professor 
0. Bolza of the University of Chicago. Upon their nomination 
the following officers were elected unanimously: 


President , Professor W. E. Story of Clark University; 


Officers. 


Vice-President , Professor E. H. Moore of the Uni¬ 
versity of Chicago; 


Secretary , Professor H. W. Tyler of the Massachusetts In¬ 
stitute of Technology; 


Executive Committee , the above officers together with Professor 
Felix Klein of the University of Gottingen, and Professor H. S. 
White of Northwestern University. 

After a short recess the executive committee reported a program 

for the week, according to which daily sessions should 
Program. ° ° 

begin at 9.30 A.M., and the papers and lectures re¬ 
ceived through the local committee and the commissioner from 
Germany should be presented as nearly as possible under the 
following order: 


Tuesday, August 22. Arithmetic, Algebra, Multiple Algebra; 

Wednesday, August 23. Algebraic Curve-Theory, Theory of 

Functions of a real variable; 


See p. 133 of this volume ; also The Monist, vol. 4, p. 1; Chicago, 1893. 
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Thursday, A uyust *24*. Theory of Functions of a complex 

variable; 

Friday, Alaptat 2o. 'Fheory of ({roups; 

Saturday, A utptsf 2G. (oximetry. 

The committee recommended further that, the Congress accept 
for the afternoons of Tuesday, Wednesday, and 
Friday tin* invitation of Professor Khun to visit the Qerman 

J y University 

German University Exhibit at the World’s Colum- ExMMt. 
bian Exposition, and attend his exhibition and 
explanation of mathematical models and apparatus. These recom¬ 
mendations were adopted. 

At tin* session of Tuesday, on motion of Professor E. H. Moons 

the (digress by acclamation elected as Honorary Honorary Pre 

President Professor Felix Klein. sldenfc, main. 

Meantime a program had been printed. The papers at hand 

being too numerous and extensive for reading in full 

* . . , , . , Routine. 

were given m abstract by their authors if present, 

otherwise by members designated by the executive committee ; or, 
where this was not possible, were rend b\ title, With this neces¬ 
sary condensation the Congress listened daily to t.lie reading of six 
papers and tin* delivery of t wo lectures, sessions lasting usually 
three to four hours. On the three afternoons above mentioned, 
the Congress met at the German mat hematieal exhibit in the 
Columbian Ex position at ‘1 l\M,, and attended lectures then* given 
by Professor Klein with the assistance of Professor H, Masehke of 
the University of Chicago. 

The order in which the several papers were read is a. mutter 
of indifference; the list of papers appears in the 
Table af (Umhmtx of this volumeThe names of 
those in attendance, taken from tin* official register 
preserved by the Secretary, are as follows : 

CluimoTTK <\ Bauxi'M, New Haven, < onuertieut, 

WoosTKii W. Bkman\ A.M., professor of mathematics, University of 
Michigan, Ann Arhor, Michigan, 


Mexatort. 


* A brief *vno{ mm uf the »e papeis w gives by Professor H, W. Tyler: Thr 
Muthnnntimt Vtmtjre** ai t *hieatjo % Bulletin uf the New York MhUhemaheal Smsely, 

viil h, p|». 14 la, 
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E, M. Blakk, Ph. Ik, tnMruotor in mathomati«*s <Miunthm <'o11«<ko, 

Now York, 

T M. Hlakklkk, Pit. 1 k, proftnwor of nm!hom.it Il*n Moim*’t (MUt^ts 
l>e« Mot urn, low it. 

OhKAR BoLZA, Ph. Ik, ass<H*iat«* |iroli*M;Hiir <*£ mat Ilf'fioit ii”», PymrrMty 
of Chicago. 

Ellrry \V. Davih, Pit. Ik, protVs .nr of iimiltrttmft**:% PtmorMfy »»f 
Nebraska, Lincoln, Nebraska. 

Hrnuy T. Bum, Ph.lk, <\K, Pronttltnii of Hohm luMitut*', 

Terre Haute, Indiana. 

A ohmvh M. Ely, B, A.* *»£ mathomai te% \ t Ml leg**, 

P<rnghkeepnie, New \ t»rk. 

Rtirim L. Ukkkn, M.A,, avitn-iafe j»ro|W*«»r »*£ math*'iitatirH t Inland 
Stanford Junior l 8 111 %%, Pit!** Alt**, 4 kihforma 
Gkokhk Burn: !I\lm*m*, Pit I*, piotV>*<or *4 iii^tb-ficinr^ fddvmdiy 

of Texan, Aunt in, Texas 
Nokhkkt Hkh'A Pit.Ik, Vienna, \io4itit. 

Thom ah b\ Holo \tt*, fit,Ik, ui'»iruetnr in mat hematics, Northweatern 
lTni\ersity, Evanston, I!lui»o 

LoiniAtN S, HrWtt'llT, M, A., HI*! nt*i»*i to mat litoit4ft»'*0 l|ii|i||tf|i» 

University* Baltimore, Maryland. 
doilN \V, Johnson, M. A,, associate j*i* 4 j»ltyattd 
University of Mi*siH»d|tj»t 

If. (*. K KIM*HU fellow in mathematics, t Tu1* I nueisity, \V oivenfri, 
MttHHitehusetN, 

Felly Klein, Ph.l*» |*mfe*»Hoi »*f mathematics, University of th*t 
tingen, (Germany, 

JOHN II, KLKtSittiKMKL, M. A , prnfev.nr Ml unit Iwniitillr'*^ lfo|*e College, 
Holland, Michigan. 

Frank II, Born, Ik A., pmfe^or of mat u* ■ and aAtrimoinv, 
Colorado College, < Ml* trade Spring'*, * MUrado 

ALEXANDER M\t*KAIlLAML Hr It , BP !> , |*J‘**tV o,Mt 1 4 jiliyMr^ l f iit 
versify of Tex a*, Austin, To vr*.. 

Jamkh M* Mahon, M.A.* iiMplaii! |*r*»fev»or «*f i»iath<’imtftr*, t%*rn*4l 
University* Ithaca* Now York. 

HilMRIOil MahtIIKK, Pit. Ik, MAt%Umt of mathematics. 

University of Chicago. 

MaNKKSKLH MERRtW \Y» Pit, I k, k IP |iritfe*e**t» of 1*1% il oligitieeriltg, 
l4*htgtt B T tuv**fHity, lfoiltloli« ,, tii i |Vi.tii* 4 %lisi?ini 
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John A. Mxllkk, M.A., instructor in mathematics, Eelam! Stanford 
Junior University, Palo Alto, California. 

E. Hahtinuh IVIooHH t Ph.lb, professor of mathematics, 1 J uiversity of 

Chicago, 

James E. Oliver, M.A., professor of mathematics, ('orucil University, 

Ithaca, New York. 

Max Ohtkhiikro, <Mlnmbia College, New York. 

Bkhnahh Palamni, Ph, lb, University of Pisa, Italy. 

John E, PuunoN, M.Ib, Cullman, Alabama, 

EnwAttn I>. Hue, J r,, associate professor of mathematics, Oljerlin 

College, i >lH*rlin, Ohio. 

I HA M, N(’HoTTKNEKLH, A. 11., Chicago, Illinois. 

Montaoue H. Skvkiwon, M.lb, Charlottesville, Virginia. 

James H, Hu aw, Jr., Ph. lb, professor of mathematics, Illinois College, 

Jacksonville, I IHnois. 

William II. Smith, Ph.tb, professor of mathematics ami astronomy. 
University of Missouri, Columbia, Missouri, 

Willi vm E. Stouy, Ph, lb, professor of mathematic*, Clark University, 
Worcester, Massm^huset is. 

E, Sthuy, Ph.Ib, professor oxtmnrditmrius of mathematics, Uirner 
sity of Marburg, <termany. 

Husky Taiiicu, Ph.lb, assistant professor of mat hematics, Clark 

University, Worcester, Massac hit setts. 

Hahuy W. T\ t.Klt, Ph.lb, professor of mathematics, Massachusetts 
Instil ute of Technology, Boston, Massachusetts, 

< ‘Hauleh A. Van Vel'/.ku, Ph, Ik, professor of mathematics, University 
of Wisconsin, Madison, Wisconsin, 

John M, Van Vt,ant, M. A„ EE,Iprofessor of mathematics amt 
astronomy, Wesleyan l bn versif y, Middletown, < Mnueclieut. 

Clakench Aj* Walho, M. A,, professor of mathematics, He Pauw 
University, Ummctmtle, tmliana, 

AicTltim C. WfetWKig Ph,lb, assistnut professor of mathematical 
physios, Clark University, Worcester, Massachusetts, 

Hknhv N, White, Ph.lb, associate professor of mathematics, North 
wantern University, Evanston, Illinois, 

Mahv F. Winston, AJh, honorary fellow in mathematics, University 
of Chicago* 

M. J, YANTXVM t Him Francisco, California, 
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Alexander Ziwkt, (\K., assistant professor of mat hemal ies, rni\er- 
«ity of Michigan* Ann Arbor, Michigan 

At the final session uii Kiutmhn, Aii^ih! -*», after fin* regular 

program, certain o»*ne tin Inti** admits u n v taken. 

Closing t* ( , , *, .» 

Session (hi motion of Professor a, M , \ an \ leek u wax 

voted: That tin* loeal committee of f hr tu.itheumtit'ni 
Publication j^dion of t his t 'ongre^s have nut Inn it \ In make 
authorised. * t |. r | 3trU ^r i * ll | t .|it^ in regard to tIn* puhltcutton of tIn* 
proceedings and memoirs, (hi mol ton n| Professor Moore it 
was voted unanimously : That fin* thank* of this mat hemalienl 
section he tendered to Professor Klein for ltd \ w\ valuable e**n 
trihntions to i he proceedings ot file ( \»ugrrs*4 .mil tor he* mt ejvstmg 
expositions of the mathemntieal materia! in f In* (irnnaii I i$iv#• 1 1 \ 
Exhibit at the Exposition, 

Remarks were made b\ Protocol A. t k \\ »•!»a> ? *4 t "lark I in 
varsity, deprecating the separation, in our rdneatmmd enrneula, 
of the different branches of matheiunttenl and pin deal -mruo 

President Story congratulated I he srd |mh upon t h* sneers of 
their sessions; and in behalf of th«* seeiton .mkmovRdg«*d tf% 
indebtedness to Professor Klein, and I In* indehf *»! A no ? tenu 

mathematics in general to the influence and unpun! am of 1 m riuan 
Universities and mathematicians 

Adjoummtnt. Tin* seel ion I lien adjourned si nr dir 
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ON WKIKESTEASS’ SYSTEMS OF HYPER- 
ELLIPTIC INTEGRALS OF THE FIRST 
AND SECOND KIND. 

UY 


OSKAR ROLXA op CHIOACO. 


In Weier.st rass’ theory of Abelian functions, certain systems 
of associated integrals of the first and second kind play a funda- 
montal pari ; they consist of p integrals of tin* lirst kind (p being 
the delieieiiry of the algebraic curve under consideration) and p 
integrals of the second kind, and an* characterized by the reduced 
form of the bilinear relations between their periods. 

In the following paper, I propose to give a new exposition, 
based on Riotnann's met hot Is, of the theory of these systems of 
integrals 1 shall, for shortness, ca.ll them nnmnintl .sy/.s/c/a.s** - 
which have recently gained an additional importance through 
their connection with Klein’s researches on hypereiliptie and 
Abelian a functions. I shall confine myself to the hypereiliptie 
case, hut the conclusions can bo immediately extended to the 
general Abelian (‘use provided Riemamfs existence-theorems an* 
presupposed. 

§ I. ('onstructiun e/’a ntnuuiatl system, 

lift. >r Ii{r) YgA' “)/!,• .O-'V . (1) 

be a hypereiliptie curve of deficiency p t T* tin* com ^ponding 
Riemann-surface after it. has been made simply connected by a sot 


of 2g canonical cross-cuts*: 

■Aj, i j, »y, ... > .......(^). 

• I'nr our purpose it in mure convenient to \\ rite j, A it r<i , .., iniitrad of 
the wmai nutation 0,» B,., . . B (1 . 
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OSKAR BOLZA. 


In order to obtain, in the simplest possible way, a first 
canonical system of integrals, we assume arbitrarily a point 
a>~a 3 y = b in T\ finite and not a branchpoint , and consider 
the p integrals of the first kind, 

[(% — a)*" 1 dx , 

u a = J--^-(a = l, 2, ...p). 

It is easy to build up out of these integrals p other integrals of 
the first kind, 

w l3 w 2 ,...w p .(3), 

linearly independent and such that the expansions of their deriva¬ 
tives according to powers of x — a shall have the following form, 

5 - ^)“- 1 + (« - ay ft (® - a).(4) 

(a = l, %...p), 

where the letter ^ denotes, as usual, an ordinary power series. 

In the second place we consider the p integrals of the second 
kind, 

£ =_L_ [±_ (l JL±±-\ dx 

“ (a — 1)! J da a \2 (x — a) y) aX> 

(a= 1, 2,... p). 

They have no other pole than (a, b) and admit in its neighbour¬ 
hood the expansions*: 

Za= + 

Subtracting from them proper linear combinations of w 1} iv . l3 ... w p , 
we easily obtain p new integrals of the second kind, 

w p+1) w p+2l ...w 2p .(5), 

having no other pole than (a, b) and in its neighbourhood the 
developments: 

wp+ “ =+ " a ) p+1 $ (® - a ). (<?)• 

The 2 p integrals 

w l3 w 2) ...w p \ w p+1) w p+2 , ...w 2p 


* See for inst. Konigsberger, Vorlesungen fiber die Theorie der hyperellipt - 
ischen Integrale, p. IB. 
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form a canonical system.. To prove it we have only to consider 
the integral 

Jw k diOn 

(A, fi being any two of the numbers 1, 2,... 2p), taken along flu; 
complete rim of T\ For if wo denote by 2a> kv the modulus of 
periodicity of w k at the cross-cut A*,, and remember the p,articular 
form of the. expansions (4) and ((>), Cauchy’s Theorems on residues 
furnish the relations* : 

+ !T if \-p=+p 

^Xp-(-a ^fia) *; 7 T% 

« - fc) „ ...(7). 

< 0 ,, A —/x’4"*;!:/> 

but these are precisely the bilinear relations which define a 
canonical system of integrals of the first and second kind. 

§ 2. Determination of all canonical systems, 

I hiving thus obtained a first canonical system, wo proceed to 
derive from it. all possible' canonical systems. 

It. is an immediate consequence of the relations (7) that tin* 


determinant, of the periods is always different, from xerof*: 

| (*h\pi i f 0 (A, /x — 1, 2, ... 2j>) .(S). 

Hence if follows that, every integral of the second kind is ex¬ 
pressible as a homogeneous linear function of */e,, + a. 

rational function oi\r, y. 


Now let. n\, ev,... //\, 

be another canonical system, and let denote the modulus of 

periodicity of tt\ at. the cross-cut A,„ then 

4“ d A — /x - -I ■ p 

—• ( t a ' 0) k)l j u (0pa ) TT'l # 

u> M A - /x - p 

0 „ A •— /x j- .! p 

1 I follow tin noarly as jios'iihlc \V<* in th trass’ notations; iutrordiuftl,V» tho Icttors 
u t p, 7 will always be until to denote indices nmninx from l to />, whereas the letier;i 
\, /i, ** denote indieon running from l to 2p; for the integrals of the firnt and second 
Kind and their periods, I adopt the notation unod by Weierst.rass in his course on 
hypcrelliptir functions of IHHI H'2. 

t Ser for inst. Probe u i us, •hntnotl jUr Mtith. Hd. Hit, p, 11. 
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But, aooording to tho last ivumrk tin- now systom is ..jqnvsMhl.- m 
U-rms of tilt' old in the form : 

n\ ■ i. C.Kfi n' h h >\ .. 1 d). 

U„- a,» ,,n.. ;ni'l U„- ... ." r 

C. o. r, .. ,1U 

... ir, aiv a^ain into^rals of tin* first kind, l'nun I loi 


whotV MH' 
j\ if ; moroovor 


SllM’0 fi\ % "V, 

follows v .,12). 

? Am f *v*‘ * *.*. 

Substituting Uiom- valuos in CM and making ns,- -,f th,- n-bu-ns 
( 7) W( - obtain fho following ounditi-m for tin- moilirn-nts : 

i t 1 if fi - - A t f> 

... rv-'V.! > ■■ 

“ * 0 „ /t-'-X | * D 

Hut. wo can I'ivo this rosult a mmv oxplu-it ioriu. Ho- «'-bn,>m. 
0=1) a.v tin- m-oossary and Mtilbioui muditiou that th.. -in n» 


suhst it ut-mn : 


r x .7 a 


1 ft. 


transforms th,- n-dm-od alt,-matin.o hduo-ar i,,rtu 
11 1 .'A. I 


int=<> itsolf, that- is 

v 


~ 'A‘I* J \> I*/'"* 


. 1 1 • * 


Sinoo 


:0 wo ran 

th r** w tin* suhstH at n*u t l 

form * 


i ('mi J )t 



//« 

li 

* 1 <\,/i ///i 

a v 

i /«/» //,, , » /A* * i» t </#| y J/ r 


ft 

u ‘ V 

and if wo 

.substitute from tln-sr ,-,iuations tin- vulm-s ,,f 


//|i * / s ■ //j* * I* 


- Compare th« ntfreomnii rononuiiitf th.- station nf tho u»U?* » m lh<- t^u. 
Of p. 
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in (15) we obtain by comparing corresponding coetlieienfs on 
both sides 

(tfiy dyfi , t /a/9 Cap • 

We thus reach the following theorem : 

Any two canonical systems 

•w x , uc ,... vcop and ; a \, vm,... 
are connected by the folio winy transformation : 

■lt' a = w C a fl Wp, 

~ C a p ('">+« - /' p f a ) = 2 d By W y .( 1 C>), 

a y 

•where the coefficients c a p are sabject to the only condition that their 
determinant shall be different from zero 

| Cafi 1 4 0, 

and the coefficients dp y to the condition 

dyfi ~ dfly > 

while the r (i fs an* arbitrary rational fundions of j\ y. 


§ Periods of the iuteyrals of the third kind. 

Let I'If bo an elementary integral of the third kind with tin 1 
parameters j~ lt f 0 and the limits ./*, , ./•„; it is single-valued in the 
surface T" derives! from T by a. new cut from te f t , not inter¬ 
secting the cross-cuts A a . Let further / A denote tin* modulus of 
periodicity of / at the cross-cut A a . 

The consideration of the integral* 

j w^dl 

( w M denoting one of the integrals of § 1), 
taken along the complete rim of T\ leads to I he following ex¬ 
pression of / A in terms of the integrals of the special canonical 
system of § 1 : 




2 ra . . w 

f> f a, A < 


: u,\ , v -«-* (<m\ 

' ~(a- 1)! ’ 


where w ,u denotes the integral taken from the point, to 
in r. 


Compare for iimt. N eu man a, Abt'Vuvhe Iutr«jra!t\ p. 2ft0„ 
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Among the infinity of elementary integrals of the third kind 
with the same parameters there exists one and but one for 

which in the above expression of the periods the second term 
disappears (for every A), viz. the integral 


SlSO Sl£o 


d?I 

(ot 1)1 \dx-f ) Xi — a 


w, 




.(17). 


For this integral 8, the expression of the period, S K , takes the 
simplified form 

» Wo ).(18). 


& = 2 (2« aX - 2®.. _ . w\ 




But the same result which we have just proved with respect to 
the special canonical system of § 1 holds for every canonical 
system, viz.: 

To every canonical system w 19 m 2 ,... w 2p there belongs one and 
but one elementary integral of the third kind, such that the 

expression of its periods , S K , in terms of the integrals w 1 ,w 23 ...w fip 
takes the simplified form 

& = f (2®, ~ 2« p+a , M lS °) .(19)- 


Proof: Pass from the original canonical system of § 1 to the 
new system w 2 ,... m> p by the transformation (16); it is then 
easily seen .that the integral 




+ 2rJ’|> a 


( 20 ) 


—(where denotes the difference of the values of the rational 

function r p+a in the two points % 1} £ 0 )—and no other has the 
required properties. 


§ 4. Interchange of Parameter and Argument. 


From the expression (19) of the periods of S* it follows that 
the theorem on the interchange of parameter and argument*!- takes 
the following form for our integral S: 




■2w*i° W x ' x °-. 

p + a a 


*1*0 


■2 »***•«;“• 

p+a a 


( 21 ). 


* We drop the stroke and denote by w 1 ... w 2P any canonical system, by S the 
corresponding integral of § 3. 

f See for inst. Konigsberger, l. c. p. 65. 
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Tht‘ left-hand side of this e<juation is iHelt an elementary 
integral of the third kind with tin* parameters | |t £, and tin* hmit* 

, a*,,; we denote it by P *'*": 


and obtain (21) in the form: 

/r*V» 

1 (A 



lint 


that is: With every ettnutiiea! system there is ussirotfed a pm ferity 
definite elementary inteyral of Me thin! kind, /^ s /\ dr fined toy <22 1 
which re nut ins nnchanyed if the feint meters and limit* are i rim 

chanyed. 


The periods of this rommututive integral l* are immediately 
derived from (Id) ami {21); they are ; 




2a» . in 

#» l ** , A 


id, 


rift 


If we pass from flu* system r,» nr, ... ho, t*» another eaimmcnJ 
system ... m ;f} by the transformation (lf»j, the rummutmn e 

integral P belonging to the new system is ruimreted with V In 
the relation 


1 u. 


1 (A 


- !£ d H w 


m id, 

w , 


tioi. 


lienee follows the corollary : 

If two canon leal systems lead to the same commutative \nte.yrnt 
P anti have the same inteyrals of the first kind, then then torre- 
sptmdiny inteyntls of the second kind differ only hy rate mat 
functions. 


| 5. (Unmeet ion irith the H^Fn notion, 

Weierstrass* function* W(// } , w„,, m # i ) depends $m ip* eon 
slants (" moduli M ) *i Am satisfying the same bilinear jvhilmirt ill 
which are satisfied hy the half periods uf n eaiiomeal rnsietn, nn4 
besides a certain inequality which is neee^Miiry foi the eHfiVrigenri- 
of the, H-series and wliieh is likewise always satrifir*! In the half 
periods. It is therefore ultmvetl to rhoose for the moduli of the 

* Hue far ititit, Sr hut Iky, AheV*rht Fumdornffh § P *m w 4 , ^ # 4 ^ 4 *, 

u p * cemtatpoml to Hohot iky P « ## §, w’*#* ^ t *Ag 
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©-function the half-periods of a canonical system and we thus 
obtain corresponding to every canonical system a function 

® (Ml, U 2i ... Up). 

In order to see how the function ® {u l3 u 2 ,... u p ) is affected by 
a passage from one canonical system to another, we make use of 
the formula* 

® (u 1} u 2) ... u p ) = U *~' U P) 0(v 1} V 2) ... Vp), 

where u a = ^ 2 co a p vp, 

J3 

, v 1 ^ dco 

7] ... Up) — g— 2 <Wp+ a , Y pj U a Up, 

LCO a p y UCOpy 

and co = | co a p | . 

The second factor 0(v l3 v. 2) ...v p ) is not changed by a passage to 
another canonical system, and this leads to the following result: 

If we pass from one canonical system to another by the trans¬ 
formation (16), the ©functions corresponding to the two systems 
are connected by the relation 

© (Ui, u 2 ,... u p ) = e *>(* © (u x , u 2) .. :u p ).(26), 

where u a = X c a p up, 

the c a p s and d*p’s being the coefficients which occur in the trans¬ 
formation (16). 

Between the ©-function and the commutative integral P 
belonging to the same canonical system, Klein's Theo'rem'f holds; 
in the simplest case (y = 1 in Klein’s notation) it is: 

© (w^o, ... W*' x °) *J<j> (x„) V-f (a?!) + (a: x ) V-^- (a; 0 ) j^f° 

©(0,0,... 0) 2 'Jyi'y,) 

.( 27 ). 

where w lt w»,...w p are the integrals of the first kind of the 
canonical system under consideration; R = .ifr is a certain 
decomposition of R (x) into two factors of degree p +1, which 
depends on the canonical dissection of the Riemann-surface; y x , y„ 

are the values of *jR{x) in the points x lt <»„ and Xy, sc 0 denote the 
points (xy,- yy), (x 0 , - y,). 


* See for inst. Wiltheiss, Math. Ann. 33, p. 269. 
f See Klein, Math. Ann. 27, p. 477 and 32, p. 368 and 376. 
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§ (5. Special rammical spstemn. 

In thin last § I propose to consider a few special canonical 
systems which an* important on account of peculiarly simple 
properties either of tin* integrals of tin* first and second kind 
themselves or of the integrals of tin* third kind to which they 
lead. 


( a) liirmttn n -(V ehsrh\s IS U/atnn. 

To obtain this system, we choose for the integrals of tin* first 
kind tin* p normal intrpmh r 4 * v. i% ... v with the table of periods: 



, A > 

l 

! A : 
j i 

- A (1| 

A^ | j 

, A #i 1 *i 

... A.,, 

1*1 

i i 

■ () : 

i 

... 0 ! 

i 

To 

T W 

... T 1(1 

fa 

; o 

I 

...o ! 

T.j t 

T;'’J 

T . J(1 

'V 

0 

0 

... i 

V* 

Vi , 

... T tv 


Tin* integrals of the second kind an* then determined up to 
additive integrals of flic first kind (see § 2); by a proper choice of 
the latter we ran make flu* periods 

Mp § *, a d* 

This condition determines completely tin* integrals of the second 
kind, which we denote by 

V11* Vla» *»* V|» * 

their remaining periods follow from tin* relations (7); they are 
contained in the following table* 


i 

Aj 

A, 

... A,, ' 

A # ,| j 

Aj* f 3 

' * * Ayp 

Vu 

0 

0 

... 0 

- trri : 

; 0 

... 0 

Via j 

0 

0 

... 0 

0 ! 

1 - 2m , 

...0 

: ! 

»v s 

0 

o ! 

... 0 

i 

0 | 

! o ; . 

,~~ 2tt4 


The commutative integral P belonging to tins canonical system 
is (llelmrh and (Ionian h in try ml 


II 


<r,Ai 


* The Miami *y*U>tn ha* bmm obtained in a different way by Klein in In* paper 
ms Abelian Kuntithma, Math* Ann, 110* p. 10, 



10 


(>''K \U lit»!,/. V, 


llMM?" tir^I [II !!*«*!- :.!!*' /*-?*• / ' *'s}t 'J->J J <1 

M i 

mhifss f - thf r^' :■’*• : e 3 s 1 , ' ,» U:*in.tiiH ;Ui*l t Mt‘)»s<'h» 

f ii»I illlli »•}*«•!,it» < V'i’tMs. *■;% « ;? Ii ? hi i >* l!i<‘isl^ il nVnIi in, 

fill II , it-rv?> h^‘ .V-.?*v=i 

Wrl» rh.l 4 .‘'rt tf-u h Hi Ills !<"<•* UJ* ’> 4 '’4n'<li‘5’ - U \v ImHi* 

vlmtm't »•* s^t i»’ I* n? Mh r* * 4 ^ iiih-^irt! S »*f § *$ } H 

-I V ' t V . *i 


- i -y t i y 


>i-r .l.'iU). 


A »hi!i»‘Hhhii hI*hu In 

... r* ^ 

‘ V 

'I, * < 


!h 5 .''. ni.!»hial i I hr f» 4Inm tug * : 


i:tl t 


»htn 


t 4 1 x f 


i! \ 


? I * i * I 


I 


{ i^m # hn in* 

I# Jm!’. 1 4' h si 


Hi w!i|»-|i 

I % ilil 1*4 ^ 


|L f !i» ; 4',,.- 4 5 s* i 

1 t 44 >f ? f, h * 'I « 

Tli* v^tu <i < ih ». i*t< -1 - i ‘ 


-1 i 


* h* h«-J I! \ ? *■ 11 | llhirfl 

J ' *« • i 4 1 M a « i ui.iiiMii 11 th 

«. ••* ^ ic 4 h'‘"ii ti « 

•* >• * 1 1 “I 13'4'«- ft 'i in 

r> . *. , 


||r 1 F * J, l i t” 'Us ;i<h ,4 4. ® 4 . ■ h,-4 ' * 
'iU»Sh J s; ' ih , { .y- i >* -**i 

r‘ : ? I U 7 [k 

‘ F ' > (* 


*t 4 1 ' * «!«>***'*■ |j I' ! in 


I* s ? . * , 


Tll J ! f.ih'»?*-! Sii/4 K .' ‘4* ! 44 


(411 ! 


h'thsH r Ht*/hh .1. ’t'*/ *' j -, 


h.,4, ?4> * -irl * |m| flir 

' 4h< • , .4 S, I'ltif 


fs«? r‘f"n; , <:r,.'] , f Kf • 4 y.,f :f;* r \ \*f r : ■/ y v ^ 

f Itr» f<*rm $ II2 t 


* inH'H i h ?. * f i **-i , * ti, |/ 'lih* 
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(c) Klein's System. 

Among the infinity of commutative integrals of the third kind 
then' in one of paramount importance, the integral discovered by 
Klein and denoted by him by the letter Q. in which the function 
K(j\ f) is the p 4 1st pohtr of It (,r) with respect to that is, it we 
use homogeneous variables and write H {./•) ' : 

J /»» J L 2 (aff V /f (a*) \' /i 1 (|) 

Among the various canonical systems which lead to this 
commutative' integral Q, two an* of particular interest : flic system 
used by Klein himself, for which we refer to Kleins paper on 
hyperelliptie sigma functions ( Math. A nn. 22, p. and another 

system used by Wiltheiss in his researches on the partial 
differential equations of t he W- functions {Math. Ann. I it L 21 h *11, 
22). It may be described as Weierstrass* system so normalised 
that the corresponding rommutative integral is Khans integral Q, 
that is* the integrals are of the form 

/V/a (•'*)</*'• 


win‘ft* the t/ k (*r)’s are integral functions and satisfy t he relation: 

(l fl tj -4 t) + a/ n af ?l _ v //„»«<£)//•<.*’) ^ 


d / \ if 4 r; \ pn 4 a/ il af ? 1 v //„,*( f) tuU') 

d% V2 (m7 n !t * 

Wililieiss gives the explicit expression of the tj k (rVs only for 
cast* p = 2*; to obtain if for the general case it is necessaty to* 


throw the function 


into a covariant form by the intro- 


%***\ MHO % ♦*** »’ *** * »*«****«* M *HVf 

2 U' I?// 

duct ion of an auxiliary variable ^ / t •* / 3 i tin* left hand side of (24) 
becomes : 

(dnr)d Cf> 

v/d<x)v 7 no , u , ct . ,. r . 

sUtu) v/eo 

whuru ihmottm tint ttom|ili*tt* with iv.sjwrt. to the two 


(tLr?) {<(!■};) .(It'i), 


* Math. Ann. *2lt, ft, 27a 

t Compare Hurkliiirdt, Ann. 1W, p, fl«l s 
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homogeneous variables into whieh f has bn-ti ^j*!if up. Krthrting 
the division In* brf) ; I find the a!»nr «*\|ttvs‘d**tt e*pud t«» 

S (/>-*$ b l )»*| v 1 n ‘ l i [;t P x \th\r\\dpp\ 

^ " run 

2 {jir v 1 1f tv * 1 \ //1j ) \ /»*i pi 1 ‘ 

Putting f t -l* ^ 0 niid jvt anting t»» n.<u hmnugoivari¬ 

ables we obtain tin* If*11**\\ing tvMtlf .* 


The intetfrals 



jhnn a rammitnl system trims # 1 eummnt*ii)ve inU'*tnd uf the third 
kiml m Klein n inimml Q. 

The integral Q in the ntmtiui* jmiut *4 Klein'* ih*^»rv nf 

hyjH*relIiptie «f4u!trtif*iiH; indeed Khaim* Inns'!e-*u #i m, t >i.»* t > 

with tile traiistviidetif id rliiini»1rri^!ii* 1|| || | in n|i«iifii^il with 

the function 

# 4 f y. t h t ., t n , i 
Hlfl II, , , , It 1 

belonging to a mnoniea! Hysfem with fhr tmututniaitt** integral l 4 i, 






0BER BINIGE M ATHEM ATISCHE RESULT ATE 
NEUERER ASTRONOMISCHER UNTKRSUCH- 
UNGEN, INSBESONDBKB USER 1RRE 
GULARE INTEGRALS LINEARER 
DIFFE RE NTIALGLEICH UNGEN, 

VON 

HEINRICH nrUKHAHUT IV (ic>TTI NCiKN. 

SiOT etAva awan/ig dahren habeu (lit* Ahirunomen daunt begounem 
dim Stdiwierigkeifen der allgemrinen StbrungBt heorie dadnreh m 
begegnen, duns sit* die trnditionrllen Met Imden dt*r meranif|Ue 
celeste xu verlassen and iietie Balunm zu erbtTnen ntreben. 1 >ie*e 
Bemiihuugen habeu hereif s cine Reihe von Resultateu grbetert* 
vvelrhe mit‘h vem rein umthematbeheti Stuudjmnkt e huh htUdint 
bemerkenswert sind; die.nelbeu wind nber an vielen Orten /erstrent* 
amsHerdem hattfig ver.st.erkt xw isrheu rein ast ron«»miheheu, uu$* die 
Restimmung der auftreteiiden (\mstnnten u. dgl. he/,Ugtirhen 
l InterHuehungen uud Bind infulgr densest unter den Mat hemal ikern 
nieht ho bekmmt gewurden, wie nit* es verdieneu. AndererMUts 
nind einsehlugige von Mathrmatikem angestellte l mferanehtmgen 
von den ABtnmomen nieht benutzt worden, sei es dam aie ihttett 
Uberhaupt entgangen nind* not es daw sie unter der anderHurligett 
Form der I)arxlellung die BedeutHumkeit der Resultafe jfur avf ro 
nomisehe Xwerke nieht erkanuien, Beideu. Ast j«momeu wie 
Muthematikerm wird es dewlialb vielleieht uteltt ntiwfllkostifnett 
Hvln t wetm im fblgeuden der Versueh gemneht wird, fur eiti 
wiehttgen (‘apitel dieB»*r lbtterMiirlmngen die von beitleu Seiteii 
urlangten lieMultute unter Auwendung eim*r umgiichst eiubeit Indien 
Durstei lungs* und BezeiehuungsweiMe zuwutuiumzustelieft und mi 
Vel’glelchen, Weuu das Kesultut diener Vofii Ilia! lieiiiiif Inelieii 
Standjnmkt huh nnferimmmenen Vergletrhttug toiiueise iilnveirfit 
von der unter den Astrouomen herrsehenden Anmebf uhei den 
rtdaiiven Wert der VersehiedeneU Metllotlei}* ho gliillbe frit i-s> fffif 
mo wtmiger zttruekhulfeu m diirien. 


HKINKKil Iir UK H A HUT. 
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L A litre Anmt:e tier Mnthematiktr, 

A us dor nllgumuinun Thuariu d»T linmuvj* ! dtVmvutiulgliduh- 
tmgun wit uinduutigrn (Wfftrirtifmi g»*hi Irnrvur, duns das 
allgonudnu Integral uinrr salulmn < Umdmng u Sst Oninung in tin* 
Umgulmng ointT singttliurii SI * * 11 *» ,r n mOi durst »4It*n lus*t a Is 

Sunnnu von n juirtirnlaivn Iuit*gml«»u d«*r F**iut 

(cr-«V» i c^lugfx it H * ... I -.ai)) w j 

H 

lYw $ Innlvnivti dnboi Funrtmurti, vuduitu in dvr \ ‘mgrlmng van 
x — a rimlfutig sind, »U» um*h d»*m Ontr* ni Vln-n Sal/** si**h in 
Roihnn nnuh Putunzm v*»n jr~*a nnf j»u*iihnt nnd urgativun 

ganzzahliguii Kxpunnntuu t-nf wtukOit In^m I In* Snhstlt uti«,n* 

J‘ a f i?ir 4 \ i \ I ...... .(2) 

fiihrt tliusu Intugralu hhw in fldgmdu F*uia 

iHw(pt ‘t fi,j 4* i tift t * r-flu * ... - r 5 *|.i s . : ., ..... ...co, 
in wulrhun uuntimhr dir i|i liiilim \* Ilni. dm wmlt trigiMm- 
xmdrmdtm Ktuirtmimu drr pm/.mhh^vn \ i* Itarhrn \mu t f,ui • 
Hchtvitun. Dirjnugru <iln*d»*r in Oft, mOOm hitm/m \u U t m 
Fnetoivn hitbuin wrrdrn \«*n tjrn A^ir^iiMnini *sVru/un//i#v/rr 
gnnumt; ilmun rnNjirt-rhru in «1 1 dm I*if !ism ,*1*. n i Urndm*. 
01) Holcht* tin oin/mlimo Fall** miff i#*fi*n. mi ;rdt'*umd mm* uirhtigr 
Ftligt 1 . Al«lrrwnil.s iniirlil r..fH iiiirli mtmn u<**r|if jtrlmfi I All * rnrla^tl, 
ah in dm Ruihuii III ntir Hir mtdlmfm *«|»-r ntm tttmitdtmtm 
Anscahl v«»n Ulmdurtt mil nugutsw?* K\|n#imuf. n \»u k^mm* n . sut 
uimtuii Fall, in wolrlmm nl!t* mdHmii Ulmdrr tlmuli Wruiindt mug 
von p uni vine giwizr Zahl falmrlf«tij»! U witigt n* rd* n hmnvn, 
hoiHHuii dm botr. lnfugrii.lt* ftu**b dvtu \ »*i • **hlag *4li<*mi**f* 
tmjul(it\\U\ oiltgrguilgrHui/tni ftiSlu it rmfiiOr, 

Sind Mu Infugmto in dut Fmgi'lmng .Hutguliirm Fnnkfru 
in clitsHii Hinno rr*gtilar, *n kmm man nmmdmi *ln- ntf*n 

p tins dor ** detetmiuuYmitH Fnmliimrht*$Uih'’irh ‘u:*? %hu Fouha* 

Kubitiitutitm tm*l ilm* I mU* fa aia* ^*-4 ,f< ^ 1^4 r* t* l* n 

mmdim wan* tint dw i«r^f*ii- 4 «‘tptt h m >mn 1 r.tnhrru, 

la tliitt utitiicliliigi||i*tt it Ir*-4«-una i 4ir 

IMlfif Ulllt* Itlli tlur ill’ll WlW*f|»i W 1 4*<* iif ^ 4 l 4 * I 

+ Jmmmi /. il, r. «, n, litj, | £ ** f |i 

t IW. (in, jn %n*f 
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bestimmem alsdann die Reilmnentwieklungen formal ansetzem die 
(Joettieienten dorselben a us den linearen Bed ingungsgleieh ungem 
wolehen sie zu geniigen haben, successive bereehnen und srldiesslieh 
die Oonvergenz der erhaltenen Reihen durch (hiuchv’s "methmle 
dc‘H limit.es” beweisen*. 1 m undent Fade kann man versuehen, 
durch Abtrennung einer bhxponeniialgrbsse vom Integral m Reihen 
zxi gelangen, in welchen die Kxponenten von einem niedrigsten an 
nur stcigem Auch zur Bestimmung diesel* Kxponenten erltalt 
man cine Art- von determiuirender (lleichung: a her man kann 
keineswegs behaupten, dans zu jeder Wurzel dieser (tleirlmng 
auch wirklieb ein regu lares Integral der umgeformten Different in! 
gleiehung gehort, Ks golingt zwar auch in diesem Fulle, die 
(Joeflieienten der Reilmnentwicklnngen so zu bestimmnt, dans der 
Uleichung formal geniigt wink nioht abet\ dire t kmvergmz 
naohznweisenfv Die Bedeut nng dieser Knt wtekltmgm but 
PoineardJ.' klargestellt; os sind seinicanvt'njonto Reihen, welehe 
das betr. Integral nieht “ in der Fmgebnng des singulnreu Punkfes 
mit beliebiger Uenuuigkeit,” sondern u fur in hestimmter Riehtung 
goHeindumde Amuihemng an den singulnren Punk! mit angebbarer 
(^enuuigkeit ,, damieHem Damns folgt inshesnudere. dass die nuf 
diese Weise bereehnetrn Kxponenten p koines wegs ideut melt m 
Hein bmucheu mit denjeiugen, welehe im Sinne der dureh 11 ) 
gegebeneu Definition zu dem siuguluren Punkte x *t g*‘h*»ivn§, 

# blUmdii ltd, «ll, p. ttill II. (iHlIel • tld. «H, p, ItfilHl, Mnit %gt. inirh die 
Piirntdlnng bid C, tfordttn, (Umn d'amihj#?, t. m . urt. IIH BVd, 

t Mit dumtmt Itanultnt imw»imt »ztih die nutih ditwa Utah tun# /tataadtm Jh*n»U 
htmgtm vim FrubimhiM (Journal f, d . r, u, a, Math,, Ud. 7*1, p, ’ill 
Bel. HO, p. 317 (1875)} und vim Theme (vgb dewitm H/muiur in ltd. Uti, p, mb ||h« 4| 
domudlwu Jimnuitn) brgniigtm, liber weUdu« mini ntah turn tint Fiowr The^n v«n 
Floquet (Sur la thforie dm f quotum# dtfffrrntirllf# Unfn»r?4 t ahgnlr, ta *l«*tt 
Ann, d? Vfcui? normal?, ‘i, t. H) und veil Fabry {Sur In dr* 

dijf. Unfair?# ti rurjllrirnt# mtimmrk, IHH3) mmatirim iimg, Tr;|/,lriri li»i iitirli 

VtimUgciiiitfiiiisruiigra, 

t American *Umrmtl af Mathrm., t. 7 (IHH 4 ), innlmH, p. 'Mu If,; Aria mathrmain n, 

Bd. H, p, mu, (IHKO). 

| I>n« hurt Thimub der in di«n«r Iteziidamg tin Mi8«v**r«huuhti-o hi i 
vermutetin im Journal /. d. r, u . <i. Math,, ltd. log p. mi inmh miiiiml bramidwti 
h^rvorheben tsu gegbrnbi; in tier i*ieh ttiifieli!h«iit*nilei* IVdeinik | Teiinmn’ 

in Acta math Bd. t(l f p. HiO; Thumb im Jtmrn, /. d, r. «. n, Math,, Bd Wl, 

p. B4fl) i«t imviid judtinfallii e*mi«tiUirt wttrden, thm dba db««tai Btmkt gw hinn 
Midnwugiviwihiitd^nheifc Inmteht; mdnm dun idnfiicihe Btdtipitd d*a tan«»l lt*4iniittrn 
Euihun filr din BisiiDl’miben Fuiudnnien ztdgt den Unter«ntiied b»ntl*a Aibm u»n 
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1 C* 


Kin, „.l»r nll«rnmi.ir Mrtbmb- awir DarstrUm, K dta- InU-mlr 
liui , uvn |HftVrrutiulgl*d-h wig lmt KucH.s* ^n. 
lhnl-r DiftVtvntiabmsdnu-k, d,T gl-mli 0 g«*H/.t dm Ditbarnt.iul- 
•dtatd.mu; li-bul t man Wum dm auf irg-nd -aim Art mu in «•«»* 

La-hstr vm-kmum-ndr l>inw,ai t iul. l unt»a.t .ban M,mmti<b-u tan 
rtvvn vtirkumnmudfs y.writrs t ilit‘,1 d<au Sul.tml.rmba. ^ 

winl Man uria- >1 >!,< + * «ml »**““«»“• ■>" uus ’ 

hbnbt fur dm Cibnrhnng />,»/» /V>., Man s, 

,, , und Imstmmm .v, «us /b.v, />,*.: dam, Ubabt tl.r *: 

i‘> { , h 7bv,+ /*.*•■ Su furtfalu.md man dm K-gub.-tm 

lilrbdnmg dumb bd-rud.-s St, st.au: 

;>,»/„ 0, D, 


!/,. .>/, i 

V, t 


Ik */« 

/b.V-j 


o, 

/>,</.„ 

/>,*/> . 


/b Vi 

D,Vv 


/t.v, t /bVi 
/>.//.- i /A: Vi 


•D. 


I K Vm iKjlm * 


>/ 


V,„ . 1 V,„. /J "- - ! / ! ' ;m 

siud V, ./■••■ s«. /.» bm.timumu, .lass si,, an .-iimr l» stmmiti'ii 
St,4b-.r siuut ibr-u /« I .Tst-n AM-itmigrii v.rsrhvvmdrn. 

Sind dir t ’.irtlmbatt.a. in /b kban g-g-n dm D,,,-tb.mmt-m u,n /„ 
s„ bat is k,-m,. KrSmmriKkm. urn .bn 1- mm tmm 

„ i-*b- b.Un-mb- kb-in g-gm * lli '"dmiK-damb 1 . 

s„bu‘i-',lm 'nuabhan.«i«- Vunubb- auf .-mm kban,a, H.a ; *mh 
WlimnU Ubabt, In d»r*a.. Sum- «wl i W*--. ^ 

K,Ub- d*-s Kuidis’sclu-n datM.db », s.at b.i.g-m nU g U- A.iimlu 
!l, ,'nbr,at brtnml.t., and ,■ atbt «.,d.u. AW**..Im- ;«» J 

t aLlmlima, S,i*a,.Wli.-.W -i«. mat .mm btt. -s frtdmr w„l 

strtH ub, srlt.slv.asta.tdu.dt .mK'-">dt.at, dttss tim- dm ..m.aK.at/ 

a-s VrrftdmatH s«nrt,at, -babi dm uimDhtu.^u^ \ m.ablr -a.m 


grnviHHr • 

1 / - V, ■¥ Vt I ft 


1 >, ut i itlt'r^iat bat Kmdi*. a. a. D. 

v 111 t Dt mf. 


r: 3 .*■srr '£ ^ - r u< 

* Jfifwilf *1® fmtifw**?* 1 ’*** m ' :f ' tl. 4, 1 < 
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ungeachtet ties Auftretens dcr Saccularglieder fur alle nicht 
singularen Werte der unabhangigen Veriinderlichen convorgirfc, 
ohne dass man liber die Grosse <ler Coefftcienten in l) x und lb 
irgend cine Voraussetzung %u maehen brauchte. 

liber die Art ties Verhaltens der Integrale in der Umgebung 
der singularen Punkte geben Reihen der Form (5) zunachst keinen 
Aufschluss; die formal auftretenden Saccularglieder brauehen 
niehts weiter zu sein als Entwicklungsglieder periodiseher Func- 
tionen. Wie man gleiehwol von ihnen aus zur Restimmung der 
Exponenten p in (1) vordringen kann, hat P. Gunther* gezeigt. 

Von astronomischer iSeites ist von diesem Oonvergenzbeweis 
von Fuchs keine Notiz genommen, vielleicht weil Fuchs in der 
Einleitung anzudeuten seheint, dass es sich um zu numerischer 
Berechnung weniger geeigriete Methoden handle. Thatsaehlieh 
si rid, wie wir spiiter noch sehen werden, versehiedone der von den 
Astronomen inzwisehen vorgeschlagenen Methoden Speeialfalle 
seines Verfahrens. 

Fuchs hat auch noch einen andern Ansatz zur analytischen 
Rarstcllung dor Integrate gegebon-f"; derselbe beruht aber auf 
than Satze vom Grenzkreis, dessen Unrichtigkeit von AnissimoffJ 
dargethan worden ist, und es bedarf noch dcr Naohuntersuehung, 
in wie wdt mit diesem Satze auch die aus ihm gezogenen 
Folgerungen fallen. 

Von diesen Ansatzen abgoschen beziehen sich die: Methoden, 
wt k lcht k zur Darstellung der irregularon Integrale in der Umgebung 
t k ines singularen Punktes gegeben warden sind, zugleich auf einen 
allgemeineron Fall. Ob namlich tier Weg tier Veranderliehon x, 
th k m entlang die Vertinderung tlta* Function verfolgt werden soli, 
einen einzelnen singularen Punkt nmkreist taler dt k rtai mehrere, 
ist gh k ichgiltig; wesentlieh ist nur folgt k ndt k s: t k s muss voraus- 
gesetzt werden, dass die Ooeflicienten th k r vorgelegten Diflerential- 
gleichung analytische Funetionen von x sind, vvelche zwisehen 
zwt k i conct‘ntrisclum Kreisen eindeutig und stetig sind, sodass sic 
sick innt k rhalb ties von diesen Kreisen begrenzten Ringgebietes in 
Laurentsehe Reihen t k ntwickeln lassen. Wie sic sich innerhalb 

* Journal f, d. r. u. a, Mathematik, Bd. 100 (1890), p. 500, und IkL 107 (IH91), 

p. 208. 

f Eb«nda Bd. 75, p. 177 (1H72). 

t Mathmatitche Annatcn> Bd. 40, p. 145 (1892). 

U P. 2 
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des inneren oder ausserhalb des ausseren Begrenzungskreises 
verhalten, bleibt dabei ganz gleicbgiltig, und die speciellen Falle, 
in welehen der Radius des ausseren Begrenzungskreises bis ins 
unendliche erweitert oder der des inneren beliebig verkleinert 
werden darf, bieten keine wesentliche Yereinfachung. Unter der 
getroffenen Voraussetzung sind die Integrate innerhalb des Ring- 
gebietes unverzweigt; aber bei Durchlaufung einer in ihm liegen- 
den geschlossenen Curve, die sich ohne Uberschreitung seiner 
Grenzen nicht auf einen Punkt zusammenziehen lasst, erfahren sie 
eine lineare Substitution mit constanten Coefficienten. Sei x = a 
der gemeinsame Mittelpunkt der beiden Begrenzungskreise, so 
werden auch in diesem Falle die Integrate sich in der unter (1) 
gegebenen Form darstellen, und es handelt sich nur noch urn die 
Bestimmung der in ihr auftretenden Exponenten und Coeffi¬ 
cienten. 

So gefasst scheint die Fragestellung auf den ersten Blick sehr 
abstract zu sein und von alien Anwendungen weit abzuliegen; in 
der That ist das keineswegs der Fall. Derm die Substitution (2) 
ftihrt das unendlich oft iiberdeckt zu denkende Ringgebiet uber 
in einen Parallelstreifen, der bei geeigneter Wahl der Constanten b 
die Axe der reellen Werte von t in sich enthalt; die vorgelegte 
Differentialgleichung aber geht unter Beibehaltung ihres linearen 
Charakters uber in eine andere, deren Coefficienten als Functionen 
von t durch absolut und gleichmassig convergente trigonometrische 
Reihen dargestellt sind; und solche Gleichungen treten bei 
physikalischen und astronomischen Problemen sehr haufig auf. 

Die Aufmerksamkeit der Mathematiker hat sich zunachst 
der Bestimmung der Exponenten p in (1) zugewendet. Die 
Grdssen e~ pni sind Wurzeln einer algebraischen Gleichung, die naan 
aufstellen kann, wenn man die lineare Substitution kennt, die 
irgend n von einander linear unabhangige Integrate bei einem 
Umlauf innerhalb des Gebietes erfahren. Seien etwa n solche 
y l9 y*, — Vn gewahlt, welche durch die Bedingung definirt sind, 
dass fur t = 0, x — a ^rb bezw. 

yi = i, yi' = o,... yi w = o\ 

2/2 = 0 , yi = 1 ,... 2 / 2 (,l " 1) = 0 [ ..( 6 ), 

ifn = 0, y^ = 0,... y n {n ~ l) = 1 j 

werden soli. Analytische Fortsetzung auf einem Wege der 
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bezeiehneten , Art fiihrt i/ u //., ... i/ n liber in andere Integrale 
Vi> '}k> 'j/n: die Ooeftioienten der Anfangsglieder in den Entwiek- 
1 ungen derselben nach Potenzen von ic-(a4*6) gebon dann direkt 
die gesuehten Substitutionsenefheienten, und deren Bestimmung 
wiirde sum it goloistot stun, wtum das Verfahron dor analjtisehtui 
Eortsetzung sieh tlmtsaehlieh durchfuhren liiusstu Die hiermit 
bezeiehneto Sellwierigktut wiirde wegfallen, wtum man tune Ent- 
wieklung bouutzto, aus der gleiehzoitig die An fangs- und die 
Entlvverte tier Integrale entnommen werden kbnnen. Die Methodo 
von Euehs vom Jahre 1870 leistet das in der That; aber sin ist 
wie t>bt k n bemerkt erst ganz neuerdings zur Bestimmung dor p 
verwendet worden. H amburgt k r hat vorgcHchlagon*, dit k Knt- 
wieklung nach Poft k nzt k n dt k r tlureh (2) definirten Grosso t 
vorznnehmen. tTnbesehadt k t dt k r Allg< k meinht k it tlarf angt k nomm( k n 
warden, a sei dor Nullpunkt und das Ringgebiot st k i dureh die 
Ungloiehungon 

/«i< \*\<K .....(7), 

mit tlt k r Bt k dingung 

11,11 = 1 .-....( 8 ), 

definirt, st> dass der Einheitspunkt ins Innt k re dossal ben fa!It und 
h = 1 gt k st‘tzt werden tlarf. Dann wt k rdt k n die Entwieklungen der 
Integrale nach Potenzen von t, wenn 

/ ( . = ilo K ^>27T.(!)) 

ist, auoh noeh fur eonvergiren und also <lit k gesuehten 

Endworte zu bt k rt k ehnt k n gestation, 1st aber die Ungleiehung (9) 
nieht erfiillt, so wt k rdt k n aueh hit k r analytiselu k Kortsetzungen 
erforderlieh; aber die Anzahl dt k r Zwisehenwerte, welehe einge- 
sehaltet wt k rdtui mUssen, ist geringt k r, als bei dem eunion Ansatze. 
Ubordies hat M ittag-Lofflerf" gezeigt, tlass daboi noeh gewisse 
Voroinfachungen t k rziolt wt k rdt k n kbnnen. 

Von tuner Einsehranknng wit k die dureh (lit* Ungleiehung (9) 
ausgedrllekto froi ist die Methode von Poineart?*, dor tlureh die 


# Jaunt./, tl r. n. a. Math Btl. SB, p. 185, Bd. 84, p. ‘264 (1877). 

t Acta mithematica, IM. 1 .", p. ‘iti ft. (IHiU). 
t Kberula Hd. i, p. ail (IHHt). 


2—2 
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Substitution* 


w 

don PuralMMivifon auf oinon Yollkrris nbbildrt tind dio Intogrnlo 
imirh Poton/oii vmii ; ontwiokrlt. Im Anschluss hiorun 1st dio 
functiiuicnthcurctisrhi* i’ntorsuohung dor Ahhiingigkoit dor Kx- 
jMinmtcu p von don in dor DitVorontinlgloiolmng uuftrotoudon 
CWfJtoionton in dor 1‘urisor Thoso v<»n H, Vogt - }* woitorgofuhri 
wuniru. 

Hoklo Mothudou, dio \*»u Hnmburgor wio dir von Poinourd* 
Itoforn M-hliosslioh Ausdrboko tVir p t woloho don wilikurlioh m 
widdottilott Aus^iujgspunkt dor Kuiwiokluugrn turmoil onflmlton, 
wiihroud ilir \\ til tutsurhlioh uni domsolbou unabhiingtg * s *dn 
tiittss, M if fag In'fflor hut gozoigt J, wio imm dit‘ urn diosor 
Uilt’sgnmso IVoi*‘n Uliodor dor hotr. Hut wiokhmgon nlutltoti kuna, 
olnio ullo uhrigoj* horoohnon zn tmisson. 

\ ‘brigons sohoiut wod**r dio oino tiooh dto undoiv Mothodo 
joiuuls m tmmorisohor Ihtrohtnhnmg in oitn-m « inzolnon hogimno 
ton Pull \orv\oudot warden zit win. 


ll I He Mvtlmlv nm Hill, 

Wiihroud so dio Mnthotnutikor noolt mif tmvollkummrnon und 
umstuticiliofioti Mothodou sioti hrhnlion, war dto Aufguho tiojvjts 

Viiti dnii luiiorikiitdHolioii Astmiiomon (k \\\ Hit! golmt woidon|. 
Hill gr**itf dio Sohwiorigkoit gunz dir*dit uu, hidom or tblio-ndoi* 
iimsson vurgoft! : Sri vurgologt dio lHflbrontmlgloiolmug 

ih ft 

,lp ' .Oil, 

ill wolollor 1\ (*r) 12 r tf . it ml 

k - ■' # 

* li hill tiirr flintolbo It«iniliiiin» wit« tmlrr fjj, 

t Hur !«<h i«¥nr»filn fwuhanwiUui* th*t» *4tt» *||ff, «tii *«<ruit<i Main* 

fihffotlr* Am, iff IVi’dlr «dr. ill, t, ft, 

l A eta fiiiif/i#fii,, flti, |i, *Mi |i, 211, 

| (Hi a part iff the nmtum **f the mmm*t pmare t < jimfiitsfi* 
fi. I? if,; Aeta mat hew., IM, H fissile 
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Soli diese Gleichung (lurch oino Koihe dor Form 

?/“ 2 !/ t ar+* .(13), 

l » 

integrirt warden, ho miissen die unendlieh vielon Coefficienton 
den unendlieh vielon linearen (lleiehungen 


'V* 

(P + tyYaj = - WJ-I' ;/ = -*>... + *>..(14), 

( M - X. 


geniige leisten. Das erfordet dan Versehwinden der unendlichon 
Determinante dieses (ileiohungHHyHtems; dieselbc 1st 


/)(/>) = 



-«i 

-<*3 


— <t a ... 


[-U 

~<*l 

“«U 

— U.j ... 


-rn , 

[0] 


— ... 


- tf-s 

- a„ x 

U) 

— a t ... 

.. — <r„, 4 

- 

- <(„* 

- a ., 

[2]... 


wemt zur Abk timing 

(/] ■ •(/> + 2j) 9 -^.(16), 

gesetzt wird. Der Exponent p in (Ki) musn also eino Wurail p' 
der Gleichung 

.:.(IT), 

nein; er i«t aber seiner Definition naeh nur bin auf gerade gauze 
Zahlen bestiinmt, mid in der That, tindert nich J) (p) nieht, wenn 
man p urn nine ho I eh e Zahl vermehrt oder vermindert. Mib p' 
zugleieh sind also aueh p' ± 2, p' ± 4*... Wurzeln von (17). 
AuHserdem ini in dem von Hill behnndelten Fallen allgemeiri 
a k = a k> wan zur Folge hat, dans aueh — p', — p' ± 2, — p ± 4 
Wurzeln von (17) sind. Ms hat also I) (p) dieselben Nnllstellen 
wie eos (p 7 r) — eos (pV); demnaeh muns (due Identitat der Form 
beHtehen 

D (p) E (eos (p7r) — eon (pV)| .(1H), 

wo E cine nirgendn vernchwindendo Function von p int. Hill 
nimmt an, wie sei cine (tnmiaute und bcKtimml sic folgender- 
inasBen: nimmt man von I) (p) nur tune endliehe Anzald nym- 
metriHeh urn dan Element [ 0] herutn gelegener Klemente zu oilier 
Determinante zusammen untl entwiekelt diene naeh aufnteigenden 
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Potenzen von p, so ist 1 der Coefficient der hochsten vorkommenden 
Potenz; dagegen in der bekannten Productentwicklung 

cos (ptt) = (1 - V) (l - 4 £) (l - U).(19), 

ist er + .... Multiplicirt man demnach allgemein alle 

Elemente derjenigen Zeile von D (p), in welcher das Element [j] 
vorkommt, mit 

4 4 

(2i-l)(2j + l)-4/—1’ 

so entsteht eine neue unendliche Determinante V ( p ), welche 
identisch gleich cos (p 7 r) — cos (pV) ist; insbesondere hat man 
also die zur Kechnung und Controlle dienlichen Formeln 

cos (pV> = 1 - V (0) = - V Q) = ~ 1 - V (1) = ..(20). 

Eine andere Umformung erhalt Hill, indem er davon ausgeht, 
dass das Produkt der “ Diagonalelemente” in V (0) gleich 

2 sin 2 Va») 

ist; durch Division jeder Zeile von V (0) mit ihrem Diagonal- 
element erhalt er eine neue Form □ (0), deren Diagonal elemente 
alle = 1 sind. Ahnlicher Umformungen gibt er noch mehrere. 

Ist erst der Wert von p gefunden, so geschieht die Auflosung 
des Gleichungssystems (14) einfach dadurch, dass alle a und 
deren Indices eine gewisse Grenze uberschreiten, vernachlassigt 
werden. Dadurch reducirt sich das System auf ein endliches. 

Man sieht, dass durch Hill’s Verfahren das Problem vollstandig 
und auf die direkteste Weise erledigt ist. Aber um die Begrlin- 
dung desselben, um die Frage nach der Convergenz der mannig- 
fachen dabei auftretenden unendlichen Prozesse hat er sich wenig 
Sorgen gemacht. Insofern bedurfte sein Vorgehen der functionen- 
theoretischen Nachpriifung. Diese ist ihr denn auch durch 
Poincard* zu teil geworden; und ganz neuerdings hat H. von 
Kochi* eine ausfuhrliche Darstellung der Theorie veroffentlicht, 


* Bulletin de la sociSti math, de France , t. 14 (1886), p. 83 ff. Poincar6 war 
bereits von anderer Seite her auf unendliche lineare Gleichungssysteme aufmerk- 
sam geworden (a. a. O. t. 13, p. 19). 

t Acta mathematical Bd. 16 (1892), p. 217ff.; vorlaufige Mitteilungen in den 
F'drhandlingar der Stockholmer Akademie, 1890, und in Acta math ., Bd. 15 (1891). 
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welehe auf dem von Poincare erbffneten Wege den allgemeinen 
Fall einer linoaren Ditferentialgleichung beliebig hoher Ordnung 
mit Integralen dor allgemeinen Form (1) in sorgfal tiger Durch- 
fuhrung aller Finzelheiten dor Beweise erledigt. 

Wesentlich 1st dabei vor allem eine bestimmto Definition (lessen, 
was unter einer unondliehen Detorminante vorstanden werdon 
soil; Poincare und von Koch wiihlon die* folgendo: fteien 

A {k (/,/; = — O) ... + 00 ), 

i‘ii h k doppelt unendliehe Reihe gegebenor (Jrbssen, und sei J) m die 
aus den A & unter dor Kinschrankung 

i, k = — m, —• tn -f* 1, ... in, — i, ni 

gebildete Detorminante; wenn <lii\sc* (Jrbssen I) m mit wachsen- 
dom Index m einem bestimmten Urenzwort J) sieh naliern, so 
hoisst die aus alien A i k gebildete unondliehe Delenninante con¬ 
vergent und I) ihr Weal.. Die Definition bevorzugt die 1 “ Diagonal- 
elemonte,” d. h. diojenigon, deren beide Indices einander gleieh 
sind, und unter diesen winder A {m ; os wire! (hum gezeigt, class zwar 
die* ersteren in dor Tliat nine besondore Rollo spielen, (lass aber 
jedes von ihnen an die S telle von A m treten kann. (kmvergent 
sind insboHondere die Determinanton a von normnler Form,” d. h. 
diojenigon, in welchen sowol das Produkt dor 1 Hagonalelemente, 
als die Summe aller Ubrigen Klemonte unbc k dingt eonvergiren; 
ferner auch diojenigon, woleho da,durch auf normale Form gehrucht 
werdon kbnnen, dass man nlle Klemonte jiuh*r Zeile mit einer 
b( k stimmtc k n (5 rosso multiplicirt und alle Fh k mente dc k r gleieh» 
namigen (kdonne jo mit domfben (Jrosso dividirt*. Von solchen 
Determinanton zeigt von Koch, dass fiir sic alle SiLtze dor gewbhn- 
lichen Determinant,entheorie insovvt'it gc*lU k n, als die bevorzugie 
Stellung <h k r Diugonalelemente gewahrt bh k ibt. Auf (Irund (lessen 
ist die Auflbsung nnendlieher li nearer UleiehungssyBteme ohm* 
we i tore Schwi< k rigk(‘it zu erledigen; wesentlich ist dabei, dans bei 
einer Determinante von normah k r Form nicht alh k Hauptunter 
determinanton bis zu beliebig hoher Ordnung bin Null sein 
kdmu k n. 

Die Anw( k ndung auf di( k Darsttdlung dor irregubiren Integrale 

* FUr l>et<»rminanttsu dimsr Art hat Vivanti {Annuli di it. t. 21* 

j>. 28 (1H0B)) die Ikzmehmmg “ normaloititt " vorgtmehl&gtm. 
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lim an l Differentialgleichungen, die von Koch allgemein gibt, mag 
lnci- zu k'ichterer Vergleichung sowol mit Hill, als mit den noch 
zu bospreehondon Methoden fur den Fall der Qleichung* 


2^ + (®) V = °> («) = + f a x a* .(21), 

A= — oo 

skizzirfc Worden. Wird wieder ein Integral der Form 

4-oo 

y= 2 .( 22 ), 

1 = — oo 


gesueht, so lautet diesmal das zu behandelnde unendliche Glei- 
chungssystem 

-f-OC 

(p + m)( j o + m-l) 5 r m + 2 a m ^ x _,g K = 0, m = - oo ... + oo ...(2:1), 

A= — oo 

4-00 

0< ' <,r = TO = — 00... + 00 .(24), 


Wl > 4mm = 1, dugegcn fur A ^ m : 


^mA — 


—A- 


.(24 a). 


(p + m) (p + m — 1) — a_ 2 ’" 

IHe Doterminanto dieses Gleichungssys terns—die Hill's □(/)) 
ents]>ncdd»“b(*zoichnet von Koch mit £1 (p); aus ihr entsteht eine 
uudciv, Hill's V ( p ) entsprechende, von v. Koch mit D(p) bezeich- 
indem man die linke Seite jeder der Gleichungen (23) mit 
<*mem Factor h m multiplicirt, der wie folgt defmirt ist: Seien 
p u p. 3 die Wurzeln der Gleichung 

/>(p-l)-~a_ 2 = 0.(25), 

(der bei Hill p~ — a Q = 0 entspricht), so ist 

* p — Pi p — p t> 

//«(/>) — 1, K ( p) = ^ e m w fur < 0 .(26). 


J)iene Dotermmante i)(p) ist dann, wie aus dem Cauchy’schen 
Satze Uber den Maxitnalbctrag der Coefficienten einer convergenten 
Potenmuhci gefolgerfc wird, fur alle Werte von p gleichmassig 
convergent. und stellt also eine gauze transcendente Function von 
p vurf. Amiererseits ist 


* Man Iwachtu, dum in (11) «, in (21) x unabhiingige Variable ist. 

+ Duroh <Uem*n Satz hat sicli von Koch den Weg zur Beherrschung auch der 
mit Logarithm©!* behafteton Integral© gebahnt. 
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/)(p) s sin (p — p x ) 7 r sin (p — p. 2 )w ll(p) ..... .(27), 

/) (p) win 12 (p) sind poriodischo Functionen von p mil dor Poriodo 
l; 12 (p) wird im Poriodonstroifon zweimal unondlioh und bos it/d. 
im unondlioh fornon Punkto dossal ben don bostimmton Wort, 1 ; 
es muss also uueh /.woimal, fiir p = p' und p = p", Null warden; 
scldioHslich orhiilt man 

D(p) =: J^sin (p *— p f ) 7f sin (p — p ;/ ) tt . (28). 

Dvr Fall p' = p" orfordort noo.h weitere Untersuehungen, die v. 
Koch sorgfnltig durehgefilhrt hut, dio abor bier boi Seite golussen 

warden kdnnen ; ist uber p / p \ so ergiht. sioh so fort, dio Hostim* 
mung dm* zu jedem dinner Work* gehorigen (Joeflieirnten p A . 
Damit ist. Hill’s Vorfhhron vollstmulig gereehtfortigt. 

111. Die Methude run Utflden. 

Kino andoro Metlmde zur Behandlung dor 1 Htlbrontialglob 
ehungen dor Form 111) odor (21 ) hat ( *y lden # vorgosohlagon, Hie 
beruht darauf, dass tmter Voraussetzung, die hoheren (Hinder in 
dor Kntwink lung von I\(tr) soion von geringem Kiniluss, dio 
vorgotogto Diiloreniialgleiehung dumb oino LameVhe DitVeren- 
tialgleiehung* und zwar duroh den “erst on Hemiite’sehen Fall” 
einer solehen ersetzt wirdf. Die Gleiehtmg) 

[ — 2/»* 3 siu'Gun u — Id sin B atn r «f 1 f ld\tf -~0...(20), 

# Kura* MiUoilung in dor i*irrtc!jahrxtchrift drr m itrottomixrhvn Urmdkrhtft , 
lid. 10; ttunfultrliohn Birnttidiung dm* gwiimktm NtOruntftflht'orm kyldkw (mo 
domikningar id tluwirn fur himlnkrnjtptiniiiH umdnor} im iuluuig till K, mumxk*t 
vHenxkapn uknd, handlintjur* Bd. 0, Nr. H und 10, lid. 7, Nr, *2 (1KH1 H*2) [fur 

unm*rt< Frngr komtunn hauptHiirhlirh lid. 0, Nr, H, p, 00 7#H in Bidmehtj; KiwuinA 
diurnir Abhimdlung in don Antrim* Knvhrkhtrn, Bd, UK), p, H7; wuitere aUgomrinn 
AuBtdmmdiU'mitzungen tdwudti lid. KOI, p. 40. Bairn dm zaldroialnm AlduuidUmgra 
(#yldrn*H und «<dn**r Srhdlrr, in wukhim ntdnn Mrilmdtm imf ?tpm»dln Briddimin 
imgrwumtid w«rdw*, Ifbur doron iiHtrnnunnmdty Trndmi*/.*’n umi oriontirt 

eiu zuMammtudiiingmidor Bnrioht von Cfidlamlmui), im Hutlrtin u$trmmmiqui% 
t, 7 (1H1KI), p. 470; di« mathmimtinidiyu Fragrn niml dork Iwd Hoit^ gidiimiim, 
t Hy Sur qqurn, ttppiientitiM dex fmetiam riiiptiqufM, Pariif, IHHA. 
t Bin Brzyiohmmgtm mud dm dor FundiiintmtH diumld*«. 
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hat namlich das allgemeine Integral* 


y — 0 1 y 1 4* C 2 y* 2 = C x e 




®u@v 


c »% H(u-v) 
+ 2 ®u®v 


...(30). 


Diese Gleichung hat in der That die Gestalt von (11); es ist 
namlich, wenn 


gesetzt wird 



(31), 


sin 2 amw = } (1 — cos 2 am u) = \ (1 — 2IY 2) cos 2lt). ..(32). 

1=0 


Die Coefficienten T hatte Gylddn schon bei einer friiheren Ge- 
legenheit bestimmt-f* und insbesondere gefunden 


r« = ( 

\2KJ &l-c 


.(33). 


Die ersten beiden Glieder des Coefficienten von y in der Differen- 
tialgleichung 

-b ( X oli cos 2 It) y = 0 
dp \z=o 7 


(34), 


stimmen daher mit den entsprechenden Gliedern in (29) iiberein, 
wenn in diesen der Modul der elliptischen Functionen und die 
Hilfsgrosse v den Gleichungen gemass bestimmt wird 


i-2—. = T. amj = 4.-*T„«.(35). 

I — q~ 4 Hr 

Die Coefficienten in (32) nehmen rasch ab; wenn auch die in (34) 
dieselbe Eigenschaft haben, kann (30) als erste Annaherung fiir 
das Integral von (34) gelten. 

Um aus dieser ersten Annaherung eine zweite zu erhalten, 
ersetzt Gylddn in den bei ihr vernachlassigten Gliedern die 
abhangige Veranderliche durch ihren ersten Naherungswert. Er 
erhalt so* fiir die Correction eine Lamd’sche Differentialglei- 


* Den schon von Lam6 selbst erledigten Ausnahmefall, dass v einer Halbperiode 
gleich ist, konnen wir hier bei Seite lassen. Er spielt in andern noch zu nennen- 
den Untersuchungen Gyld<§ns eine grosse Rolle. 

+ Memoir es de Vacad. de St Petersbourg, t. 16, nr. 10, p. 6 ff. (1871). 

X "Vgl. oben das Gleichungssystem (4). 
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chung “mit zweitem Gliod,” deron Integral aun dem dor Gleiehung 
“ohne zweites Glied ” in bekannter Weise (lurch Quad rat.ur 
abgeleitet werden kaun. Insoweit fill It Gylden s Methode unter 
die eitirton allgemeinon Fntwieklungen von Fuchs; aber nun 
kommt eine eharakterisfisehe Modification: Gylddn entfernt die 
(lurch die genannte Quadratur oingefuhrten Haoeulargliedor 
dadureh, dass er an dem (lurch (Ho) bestimmton Wert der 
Hilfsgrosso v naohtruglich eine Gorreetur anbringt. Gibt man 
namlioh dem v ein Increment An und bereehnet das dadureh 


entstohende Increment von // nnter Beiseitelassung hdhorer 
Potenzen von An, so erhiilt man ausser periodisohen Termen den 
fblgenden saoeularen: 


* c/G 


der bei goeigneter Bt‘Htimmung von An gegen die durt‘h jene 
Quadratur oingefuhrten Terme derselhen Art sioh weghebt, 

Auf demselben Wege kann man von der zweiten Anniiherung 
zu einer drittcm gelangen u, s, \v.; dabei erhobt. sieh die* Frage 
naeh der ('omwnjenz des Verfahrens. Zioht man die* allgemeinc 
Theorio der linearen IHflerentialgleiehungen herbei, so hat es 
koine Sehwiorigkeit nnehzuweisen, dass das Wrfahren in der 
That (‘in Integral der Form (22) liefert, wie t‘s aus jener Theorio 
sich ergibt; damns folgt die (kmvergenz fiir alh* diejenigen 
(hinlanglieh kleinen) W( k rt(* der Parameter a u a„.fiir weloho p 
und die in (22) vorkommenden (Wflicieuten nach Potenzen dieser 
Parameter eniwickt‘lt werden konnen*. Aber di(‘st v Bedingungim 
fiir (lit* < -onvergenz aus dem Verfahren s<‘lbst. olmo Bezugnahme 
auf die allgemeinc Theorio zu (‘nt\vickc v ln diirfte sehr sehwierig 
H(‘in. Gyldeu hat die (kmvergenz Kciiicr Methoden, von weleheu 
di(‘ Integration der Gleirhungeu der Form (H4) ja nur (iuen Toil 
bildet, in wiederholfen AnsiLtzenf' uaehzuwciHen vomueht, ohne 
H(‘lbst behaupten zu wollen, class der Bowels in einer alle Mbglioh- 
kcutcm umfaHscndcn Weise gegliiekf sei. Fh wird aueh erfbrderlieh 
sein, bed solehen Untemuehungen die* einerseils von MatinunatT 
kern, undere moils von Aslmnomen mit dean Works (Jonvergenz 


# VgL Annul?* d ** ta fuvuUf dt* t. u. I) (IHHH). 

t Axtrm. Nmdirichtrn, Hcl. 100, p, 201) (1HH3) und Hd. 121, p. Hi (JHBO); Acta 

malhenmtiea, Hd. SI, p. 1H5 (IBS?) u. lid. U5 (lH‘12). 
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\i*ikiinj»!lt'ii Yorstrlluupm m srlmri'rr als dirs (ivldrti grthun hat 

!n tit nx rhm rnvuhntm idl^rmrinm rntrrMtrhungrn (l\ ldrns 
knimu^n anssi'V 1 Htrrrrnualglrirhuninm dor Kurin (24*) aurh snlehr 
dvr K«»rm 


ith{ 

tlh 


1 «,/ 
k i 


(27), 


mmiv Holrlir drr allgrmrinrrrn, (21*) wit* (27 \ nurnridir.^Hrmlrn 

~ aju/d' rtH (/f ! fin I...........C 2X 

«/'■’ * i t~i, 


1km Mrthodmn wrlrhr (hddrn mr Intrgmtrm dir.srr 1 HtVi'ivntml- 
gtrirlintigrtt vorsrldiigt. Hind /wri wrsrnt lirhr Urdattkrn um 
attrllrltosiT Tmgttrltr grturinsJUih 1 )rf rfttr 1 st dir Krkmht 
d?r^ itiuM Auftrrtrn vmi Surrularglirdurn i m Wrluofr dvr suvws* 
mm Amiiitirrimgrii in virlm Piilhm boding! i*t durrti dir 
AttWrirhlUig drr Prriodr drr hr! rnrhtrtru Kl>rhriiiiiu«t \ 1*14 
drn* mts drr rrslru Anniilimmg rrhnlfruru \Vrii«* dr!*rlht*n, 
d**r durnUH rtitspringrltdrl) Mrthodr, hui jrdriii Si’liriltr «frs 
Aiiiinht-ruiigMvrrfalmnm tH«* unit ivtrndrn Su»’r»tl;irglh*drr dndttrrh 
AM birHidt Igrtt* dawn diT brlvitM grvv»murlir Wnl drr IVriodr 
wrifrr rurrigirt wirdj. Drr uudrrr i imudgrdunkr ( ivldrn'n 
lw*trht ill drr KbtT/.rtlgUUg, dans Purlnrhl’iltr XU d*T StuMtUgM' 
thr**rir uhrr dir klassisrhrJl Mrthndrti lull Lagntttgr ttttd Dijilarr 
iiitittiiH imr rrarlt wrrdmi kdiinm, whiu man mdi *hr* gr*tu*4t«* 
Amriml drn von drr mudrrnrn Kunrtionrnt hrorir bri«‘ifgr«trSlt*ii 
iiiiilliriiintiHrhrii UttnUrugH /,tu Vrrfuguug luilt, Do* in drr 
Anfktidluiig mid Dmrhhiidung dh*M*r h*idm l*rimdj»im lirgmdi* 
LrtMtttiig (JyldrnV wire! ntrtimitd liutgurn *>d«r hrfubsri/.rii \%t4!ni, 
Wrfili nhrr Ujlddl* illitrr itllrn m drr Knurliutiruthrurii* 

grntdr dir Inlrgration drr LtintrWhm I blVrivtitinlglrirlinug 
dtirrlt idlijitiHrhr Pmirtiunrn hrmmgiviO und jrdr ntilf rrf**ndr 
C llrirtmng in tlir.Hr Korin 7M j»rt*H,Hrii ^iir!if 4 mi kiilin d*i‘ Mat hr™ 


11 V||t* IsirrillwJf inniHOilNv it?# mrikmifi dt hi rrlrafr, I, it, 

ll%n% IHII1IJ, |*. 1 ft. 

f Ifriw. di« Eiiriwltulim t4*ifliwiirrit;li»nn 

*: Iks UUdrUnttgim tlur f'Wtn (ilt| inli r flint i*rxn44 (lvl»t n 4ir- rth*nh 
ikmrmtm dnrtih i!i*h d«*r r!lij*n%rht n 

vim ilwit ini Fidlr tlrr Cllrudamg {M) dir in*ri*«l** mmldunirik* 'on all, 
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maiiker darin nur emeu Not behalf* sohen, dosson Amvendung 
goroehtfortigt. war, solango (lit* altgonioino funetlonouthoondascdH* 
Bohandlung dor botroflondun (doiohungon noch nic.ht. golungon 
odor noch nicht bokunnt war, dom abor an sich koine liefer- 
gohonde Bedeutung zukommt.*. 

IV. Ih'r Methudr run Lindxtrdt. 

In dor That, hat Lindstodt gezeigt., wit* man untor Beibe- 
haltung dt*r wesont lichen (todankon (*y lddn’s sich von dor 
umvosontliohon Bonut/.ung d<*r olliptischen Funet.ionen freimaehon 
kann*h Kr hohandelt dt*n Fall, class in ch*r (Uoiehnng (SS) <h*r 
(’oeftirient. a ti , die tibrigon ubenviegt. nnd nt*gativ ist, also dt*n 
Full t*im*r Gleiohung dor Form 

tl J t i I >i-i/ «<!>(,//, t) .(H!)), 

in dt*r a nine gegenuher n' A k lei no (irds.se nnd d> t*iiu» Roil** 
bedeut-et, die nan’ll Potetr/.en von // mit positavrn gunzen Kxpn- 
nenten nnd imrh trigoinmudrisehen FuneUonen dor gan&en Viol- 
Inchon von t fort soh rei tot,. Dit* tmdikionelle Mothodo dor 
Integration soldier (Uoiohnngon dturh successive Annhherung 
wurdo mit dor Intogration dor (doidmng 

d’ J u 

+ /,*,/„ **{) .........( 40 ), 

durch ifazst'MHnt 

beginnen, Stittt dossen integrirt Lindstedt (in Reimtznng dos 

# Untor don Astronomon Imben dt*r Kl*o«*hon Anmtdit Ausdruuk Kegtdmn Thin It* 
(Axtrun, Xitvhriehien t ltd. 102, |i, 05, tHH’i) nnd H. It(ndiUt) {fhtiitiin axtrvmv 
muiut\ t. f», jt. 17H, iHHSf, Dio nltonm Pntermudmngt'n (lyld«*ttH, wtdaho die 
Finfuhrung dm* eUijniwhen Fimationen in das Problem der *• xptruUrn " Ktorungtm 
/ami OeaetMtfind huben, warden \*m dtener Kritik audit bernhrt, win /.ur Vomti 
tiling jeden MiftHvnrutunttnifwit bier arntdrileklieh hetuerkt Hein mum I but wind 
Frugen, uber din audit der Muthenmtiker, noadem nur der reehnende Aetnaum* 
entwheiden bum. 

t AUmmrtx dr Vtu'idfmit' dr St Vffrrxhuurtj^ I. 01, nr, 4 {lHHil); Jatrtm. S'ttrh- 
rirhtrn , ltd, 105, |>. 07 (IHH0). if tier Uleieiumgen der Form (07) ntdmn vurher in 
Axtrott, Nm'hrit'htrn , Hd. 100, {». *211 u, |>. *257 (IHH2), Fin in dun let/.tgemumten 
Aufnttt/.tm vorkommoniltw MiHHV<*rsiiuuIniHH in Uo/otg anf dit* Mtdimdti (tjldt'n*« hut 
diowur t*brnda jn 021 mifgt’kliirt. 
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vi'Htvn dvr vhvn gmmnnfon Primdpion (Syld&is), indem vr vino 
nooh z\\ hrKtimmrndo (Wivrt ionsgrdsso v <‘infViHrt, zuorst die 
Ulrirlmng 

tl'tp , . , 

I 1 - an) //u <>... (41), 

dumb // it mspf, p n \ l — av . (42). 

Dunn sft/.t vr // - //„ + at} ...(43), 

in <*in, <*rhri!t fur >;*, di»* Ultbuhuno 




^ f- itH I at> ) //„ /iV(// M 4- «?/„) f «>/ {M f),.,(44), 


tit 

und di*'S«*lh«* in zwmtrr Annulmrung dmvh 

C ^ f/ / f tr {l anl// t - «'¥//„ f <l> {//„, 0.(45), 

Vmii dt*n Sinvidurgliodori!,. wrhdn* dn* Intogmt ion dirsor (Uri- 
t’huug im nlltnuinniitui mil *dt % h bring! > w onion <lit* von a fivien 

dinhindi br^nttgi, du^ 

i* v t | av ! «t, ! ... (4G) 

ini^rnoiiHiiiii iiiul #'j ip-t-vpjivl f>«-uimml vurd ; dio itbrigon, uvlrln* 
a mm Kmi<*r hubm, und* n zuiuiohst vvrnurhlavdgt, und orst 
brim ?iiitdi ? 4*ii Si’hrillo bonmlvsirhtsi;f. Ks wird unudirh in 
gbbrhor WrSH* fbil^rbdu «-n. ip //, I aip gosot/.t, tur tp dir 
( iloitdmtig* 


**h 


i 


. | «’( I —anMli f d» ( Vm»O' 4* ^ 

Kjff <* 

.........(47), 


urlmltiiu dn-t»* in dnflrr Animhonun*; dumb 

tthi #*<|n 

; ' » n il fli'U/j n ***»/, I 1 , f ^ (4fS), 

k ' 7/•», 

»*r**4/.t und will i%. *o t*o*Uui!nt, diti* dn* Inlr^ml dio***r (drinlmng 
kntio v*<n a 1‘iriri* SiMTubirgliodor »mt Imlf n. **. f* I hthoi wordm 

zur flrnfiiiiuniii|| dm* p lt i*. iIbnrliiiii^rii orhidfon, in domn (\>ofli~ 
idiitf^n i* vnrkmuini * Linddrdt wt/l in diosou oinlkrh 

p Ik indiiii vv ilb" I tinvi'tfir d**r dndurrh brgitni(rniui Vonmrli- 
Iiim^kuiik rbtiibill ; i j* d< ^mul d»uu inndi^f *ui Anniihormig.HNtdiriit# 


* Mil # l»l »ll*" *♦«*« y/,#l!s* il I*tfr4**r |ir?,*nrli«ri. 4p* h* i Vt»iht»r* 

pf|ir?lliirll hliU 4vlii 








DIFFER ENTIA LG L EI OHU N G EN IN DEE AST RON OMIE. 31 


zuschiebfc. So erhalfc or Hchliosslieh y ontwiokolt in oino Roihe 
der Form 

30 or 

y = w S A cos {Ip -f k) t .(44)), 

k - j f l 0 

deron einzolno (Jooflieionton ihrorsuits naoh Potonzon von a ont- 
wiekelt sind. 

LIndstodt betraohtot auch noch simultano Gioiohungon dor 
Form 

f/i" ' H "‘ 2 -'/ ==<l>i Oa-> ••• 0. 

<Cs .. . . „ l . (•'»())* * * § . 


+ w 9 ^ «<!>,(/;, 5... 0, 


und ontwiokolt deron Ldsungon in Roihon dm* Form 

^^Um,..k^(hh + Mfh+ *** + k)t ...(31 h 

damit orroicht or sehliosslieh don Anschluss an donjonigon align** 
meinen Ansat.z dm* Form dor Integrate, von welehem Ntuvcumb 
schon 1*S74 bid soinon Vorsehlagon zu oiner nouon Behandlung 
dor Storungsprobleme ausgogangon wai“f\ 

Die weitere Dismission dor Lindstedt’sehon Ansiitzo hat sioh 
hauptsachlieh in zwoi Riehtungen bnwegt. Kinmal hat dio Frago 
naoh dor Convergenz dor rosultinmdim Roihon dio Aufmorksam- 
koitaufsich gezogen. Dio Quadraturen namlieh, woloho jodosmal 
bt‘im Dborgang von dor Dhlbrontialgloiohung “ ohno zwoi ton 
01ied n zu dor “ mit. zweitem Glied ” orfordort wordon, fuhron 
Nonnor dor Form Ip + k (“ Integrakionsdivisoren ”) oiu, unter 
widchon beliebig kloino sich hefinden, entspreohond donjonigon 
Werten von l : k\ woloho Naherungswerte dos Kottonbruchs fiir 
— p sind. Poinoaru hat zunaehstj durch oinon indireeten Sohluss 
dargethan, dass dio Lhsung dos Dreikorpurproblenm nioht (lurch 
unbodingt convergente Rcihon diosor Art dargestollt wordon 
kbnno; weiter§ hat or gozeigt, class flir jede solohe Roiho in 

* y % m'Hohuimm him* aln u Nummluuoniinatra M im ttinmt dur ougliHtihtm 
Physiktsr (vgl. z. R. Thomson amt Tint, Trmtim • on natural philosophy * t. l, art* 
337). 

t Smithsonian contributions to knowledge, voh 21, art. m. t 1H7CU 

X Acta mathematical, Rd. 13, p. 254 Hf. (1BHD). 

§ Mithmles nouvclles de la mtcun. cfh t t. it., p, 1)4 ff. (1H1I3). 








32 


II HI N Hit'll W*RKHAKI>T. 


jedom Intorvall unondlioh dioht Worto \un p fur woloho 

sic nieht eonvorgirt, Zu doinsolhon Rosultat- war uuoh Bruns* 
boi sohr oinfaohon Roihon diosor Art auf oinom audorn Wage 
gelangt-, boi wolohom in Fra go kouuut, *>b p rim* " algobrnisuho *' 
odor ,l trunseondoiito Zahl isf *f" 11 hrigom sot /on diono lotztgo- 

nannton Tntorsnohungon da ^ tin* ('*t*u nur 

vermugo dor Intogmt initsdn Ruion nut p ubltfingrtt, win nioht 
durehwog dor Fall ist l Andotvmoim t«*lgr aim huh don Tnlor- 
snohungon van Puinoard, dinn dio Rodion, uonu man %io uaoh 
IVton/on von a ordnot, in \ i«*lou Fallon >rmto*»ft\ orgont tmd also 
z\i muuorisohor Roohnung sohr wo! Iaauohbar sind *K 

Aussordom 1st dio Auwondnm; dor lamTh-df Aohou Motianlo 
auf (Hotolumgou dor Form RI4i writ or vot!«4gt Gordon, itishoson. 
duro auf dio (doiohung 
it'tj 

' f {«„ ! v * * i 

lit 

dio in dor mat homut Folioit Flunk uK ” 1 Rlb-ionttulgl* lohung dor 
Fimotionoti tlosolHjif tNoitoii I \ limba s" w »4d Rokauni t «t ). l»rnm| 

hut zmmohst, dioso <Uoiohuug RoSnnd* It and tili dm^-Ibo dto 
Convorgouz lion laudslodf Aoimif \ *i tabs oio- < tut * mom oudgor- 
massou miiinamoji Wogoi durgotlinn, t ‘al!aitdr**au hai fur 
don allgoundnon Fall dor < lloiolnmg Tif-i d*u A i rail / <!» % Into, 
grain in dor Form 

~ , I i oon (o ? * • > ? . ,, *,, t dll t, 

i $ 

(vgk 22) huh dor iillgoiiaiiion Tltonjt*- d* i luo-arou Ihfloimifml' 
glotcdtitngoti gotvuhtforttg! and daiml fm dio** n Fall dio t on 

vorgoti/J'nigo orlodigt. An^onlom was do idmohung tM*! \nu 
F. Liudotiiauu \ in otgouftttuhohoj \V« n»* uni Hilfi ilnrr Kigou 
ho huff intogrirt wnrdoti, da,** d»o» l*?*»diiiJ nos i j^niionluttii 
hitogmlou dorwdbou «ino gau/o trauma ndon*.■ Funofion j*t ; 

® Antrim. SmhnrhUt^ \U\ Wx t p tim < 3*« 

t ratrr.pisi:lil|lirrii l*i.4lirrt|r« fiiJIrii ,1*;; I li, ?1 n-i t; H4r9, trifirf 

lii^lipwlrn litiiifrllto, 

* VgLII, IliaII 1 % A/f 1 i<I \ . tlrp , |« l*l|, 

| Anfi'ttn, Stir hr i< m hist), 114, Itift, |», I’M f li.| \u’l, p I'i-i 7* 

Kbriiiiii itit, nil, p r aa 

* X nmilm, 1*1 It* j-* II; i i » t a 



DIFFKRENTl A LUI.KH'IIUNUKN IN 1>KK ASTRON'OM IK. Ml 


Sticltjes* hat aus dii-srr DarsUdhui^ (lit* UrMtltate vmi Brims 

von neuem abgeleitet. 

In alien diesen Untersuchungen tritt zwisehendurch burner 
das unendliche System linearer (Heirhungm auf ; a her indrm 
desxen direkte Behandlung vermieden w ird, won Ira Kntwiek 
lungen erhalten, welche nieht wie dir von Hill fur nlh\ sondern 
nur fur boseh rankle Wrrtr von otj (Uiltigkeit habrn. 

Fine Vergleichung dor von (lylden and von Lindstedt /.ur 
Integration dor (Sleiohungen drr Form vorgeschlagenen 

Methoden hat- Tixsi*rand*f durehgefuhrt. Hs ergiht si eh huh 
seinen Result-atom dass in dirsrm Fall <lit* elliptisrhen Funrfhmen 
niehts leistem was das Lindstodtsehe Integra! ionsverfahreu nieht 
ebensogut leistete, and duss{ die grossr Fhereinst immuttg mil 
<lt k ni grnau( k n Werte, welche Uylden in dent \on ilun zuerst 
behandolten Falh k dor Bewegung drs Mondperigarnmx srhon in 
d( k r rrsti k n AnniLherung erxirlte, einem dirsrm Xjirrialfulle eigen 
tUmlirhen XusammentrefTrn mehrerer giinstigrr Fmxthndr xu 
dankrn 1st. Fur Ulelehuugen drr Fonm‘ii (.*17 ) and (*IH) ist rim* 
ahnliehe Vergleichung norh nirht durehgeflihrt ; dorh ist aurb 
tilr sir, von ganz besonderen Fidlrn abgrsrhrm riu anutoges 
Rrsultat %u rrwartrn. Dir blribrndr Deist ung von Uyldbn in drr 
Tlu k orir d(*r “allgemeinen 1 * Stonmgen wurde demnaeh in dm imtrr 
lit here its erbrterten Principirn heslehem wrlrhr ilm bri drr 
Reduction des Problems auf I)iflrrentiatglrielmngrn drr gruann 
ten Formen h‘itru, sowir in dmn System urn l hufonnuugrm 
dureh welches er diese Reduction durrhsrtzf ; witlirnid sriu 
Jnt( k gmtiousvrrfalm*u wrder eine tiefere Binsirhf in dir Naim 
(U k r m untersuchenden Funetmnrn, norh wesmtliche Vortrile fur 
die Ausruhrung drr Reehnung gewiihrt. Ftlr (ilrichtingen drr 
Form (.14) ist dir theoretisehr Kimbeht dureh dir fdlgemrtttr 
Th( k orit* drr lineureu DifTrrrntialglrichungrn vnmittelt, die wirk 
liche Bcstimmung dtT Fxpunentm and CWfliriettfen in alien 
Fallen dureh das HiHWhe Yerfahren guleistrt. das in greignetrii 
Fallen dureh das LindxtedtMehr ersrtzt werdeti kann. Fur (Uri 
chungtm drr Form (.17) hat Weierst ntHs§ dir ihroivtixeln n 

* A*tmu Smhriehtm, lkl» UH», p. H5, p, 'MW {IHH$> 
f Anna leu de U/aeulit dr TtmUtutf, I, it. I> {iMMHf, 

X to it. O. ik U, 

| Sitzungtheriehte drr Jterl, Akademir, IHIJIJ, j», U7» 


V. IK 
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HEINRICH BURKHARDT. 


Grundlagen gelegt und einige Ansatze fur die Ausfuhrung der 
Rechnungen gegeben. Es erscheint demnach als eine Aufgabe 
der nachsten Zukunft, die allgemeine Form (38) in gleicher Weise 
zuganglich zu machen. Aus der Theorie der elliptischen Func- 
tionen wird man dabei Fingerzeige dariiber zu entnehmen haben, 
welcherlei mannigfaltige Moglichkeiten zu erwarten sind; die 
schliesslich fur die Rechnung erforderlichen Entwicklungen in 
trigonometrische Reihen wird man lieber direkt als auf dem 
XJmweg liber elliptische Functionen anfstellen. 

Gottingen, Jnli 1893. 

[Das eben erschienene 2. Heft des II. Bandes von Poincares 
MModes nouvelles ist dem Verfasser erst nach Abschluss dieses 
Berichtes zugekommen.] 


QUELQUES FORMULES RELATIVES AUX 
OPERATIONS DE POLAIRE. 

PAK 

ALKRHIM) PAPFLL! A NAPLES. 


Lks formulas tpio j m Phonnaur do romumuitpior ati (*ongro^ out 
pour but do survir a nunonor, autant tpio possibly IVxpivssion 
(It* Poporation II (a\ //, ...» u) onfro n sbrios do variablos : 

a* n.rj, // ' //i. // a , .... tt K ti n , ...» 

it das opdrat ions // run formant. tm nombro plus potit do sdrioM, 
L’opdration II pout dtro dufmiu par IVxprosMon*: 

( ^ ”* 1 ) 1 I Km * * * An A/it At* 


1 /(*, y } c t w) 


• • • -4- A, A,, A/ 

... IKtf 1 f Aa/ Av 

... A/ A, A* 


Ay dusignnnt. Popuration uldmuntalro do polniro: 


ti a o o 

A«i '/i„ 'H/- . 

"Pi "/>a "Pm 

Pour ii - a Popdmtion // jvuouf Popdmtion II dr M, (*nylry. 


* * ■ t # r - *» 

On a on ofloi dans oo oas partuutlior: 

// 0 \ »/. r, ...,//) (i ± .r^j.z, ... Uff >fl£ 1 " ,,,/' l..(*J}, 

V <-''i r:-i cn,, ' 

Au moyen <les operations //{.(■), // (,r, yj,... nit pent em»strtiii* 

dabord Ioh a opdrationH; 


Cfr. tUber die Zttriiekfiihmtitj der < 'mjlnfmhen Ofteratitm f| «•;**, iMtUhc 
mafciHcht* Anaahm, Ilaml xxix). 




K u 

Hu. 

—.- • I 

l\ »/. \ .. , ♦< ? , tt *■ . a 

Pit K U' t Jf, A . * '' *v * ** d* *' Am, 

mn * a, ■ ** • 

4*|| gr*tUjN*% tfr : 1**0 !< 't 4 ' '* 'A * l4| f |' 

jiri»{iri*’li*H *mj»«uiuik* 1 dmA > * 
llltrivl pull »*»• i|tn i i 

! I ) Tllr *|0» b'^it'\n> 4,* , , j'. I k. m h ■ , ?M % t^f 

fWVintththh* inri* ?*ot!» * -p* a A im - i -v. < a M< mo.xu! 1 > * 

#* //*:» **»* « # 

(t | Toith* H|«-iii!in!i 4 * ft'A^m < m .’* ; • n = , ., i, t 

J>t*nnU till il»* tiint*' mitf* Hpm.C. ■ ■ *,<■ j« „ . t' o!-- i mmk 

mfmii'H prtti *sV V|*t im* 5 p.u aj. ■ vaa f_/ :*• *. T *• .fir *• il« ^ 

n ojH?mtiuti.H K{j t *t m .... At, 

(It ) Kutr«* !»**> ii mo • 1 $ ^ 

&UtttUM* 1*44 ipllff !#**. Itj-i , ’i 

ratiouwd miltor d*'" o **p« !'***•.ip h < 

HOit tail ifl^flttiJtlHltHif Pmp 1 * 4 

i\ fum* <Ii*h «*\t*i»}iiin 44 H u**u jmm \ 

1 

Pour ii < ii It* rd»utut ill* ruj^mtiM.i If i#, v. . hi Hatii uni 
tdonU()uemt’tit» mi doit »iij»jiiwrr tuituirff* im ia ^ „ « Mum, jmiir 

M > n, il Honiit tiiijMiiiilik, il'njiri^ «pir- $»• % j* ir* *!*■ ri 4 |»j« 4 i"!, 
doxpriiuor ro|M%iititiii #1 |j; y, m mi 4 r,*i 

pluH wimpliw 

A (« ? » y *...» u)i* A # if, „„ «| M , , Ii i i y. h i, % ». 

Cfr. Ukmm ifrflr j .i n** * | /•- *'•< 

immrtantim (Atti ikltii ti Arrifkiin# ,| r ||r m r k 4 . 

Napoli, Btria 2 *, VoL i» IH 88 ), 

f Cfr. N«/ lixfrwii mrnptm tfrtfr ,ii p, Uf, | ^ I>n 4 . 

conti do la mktm A<md* FidtUrajo 

t 1MV imptmihim tii tUi^r /« |# » t * Un „ ?>l mA;- 

op«i «/<rrt apmizwm di tmttm fm lr n^ IM > «#rir 4 , l(4 „ 4 k p U 

Atmd. CHuguo 1H9.1). 

x 


v ! «‘4 i>o v>h i 
, ’ - , 44/11 411 ! 

,i,’i i' >/,' »*** jk od Hi! 


- pPl'HtSHUs 

, A 

^ ItillH 
■» tii hIIIk 





OPKKATIONS DH I’OLAIKK. 


:I7 


Los tommies <pie jo vais eommumtjuer ramenent d’aboni 
[’operation // (a*, //, j, it ) a loperation // f//, .... tt h> en 

desi^nant on general par // (a*,//, c, u L It* memo determinant. 
(I) oil Ton ait. substitue p+D xx » p b p t / k„,. dam. la 

diagonale, respeetivement :m lie*n tit* l) xx% thn- Pour 

mieux fixer k*s aides, jVerirais lt*s tommies dont 11 s’agit petti* lr eus 
tie quatre series j\ y, it ; [’extension an eas d'nii notnhre <pmb 
eonque do series n’avail t hesoin dautres t*\plieationx Un pent 
developper 11 (a\ //, c, /) suivant Turn* on Inti! re ties quatre tommies; 

(a) // (j\ //, 0 11 (//, /), /b”.r*b A i P xu f *MV I *t | 

(£') li{tp:J)D vx f | U t .A. } \ />„.!, »:i//<y,*\*P 

(A?) t)~M Il rx -H l lK n //./>.,. I :*//<#/. />j 

(a') //(.r, ,y, /) //(//, /), A,. A,, /*, /*. !>., it, * 

.i 1>, 

oft : 

-,1, /V//, //,/V ~ll, 

-.V : />„//,.//,/>„. //, />,,//, //,/>,..ii, 

//, //,a,-, -/*, a,//, //,/>,.] 

ot 

:i i />„. /j,. 

//, //(.»/,», />, I).,, •: i n .HD 

/U /'«, l I e,, 

Lit (’oitipanusoit dr lu jiiriunlf <«) a\cc («') rt <i<- la lui muic i /it 
avec (/r) nuns (lullin' les idf nt itrs suivniitcs : 

//(//, t)„ A If,,, /),„ f IS., If,, ) If,A J 

</W^ »■/>..,/*,. i a, /O', //tv. fi„ 

//(//, 5 , 0 „. (/>.,„t />,. I>. f (!)„!>,,) ‘‘ 

t a,) />,»/Vr». //<»/. tlj 

I'cur p • 1, iilciililfH (|itf 1’uii jiuiirnut. iittssi rtaidii dinr!>*m<nf, 


11 . 

II rcHtc n eliniiticr dc (■!•) ct. (.”>) l'u|if rat inn // i,/_ f ^ mi, j»lu*i 

tfundmlcinciit., a cxprinifr // t//, I . „ >, an i tl ,a> n d.* 

It (//» ~i a), H (-, /, .... a) etc, 11 stittinut a i'i-i i 

d ajuiliipici' la furmule jft'in'i'alf ijuc j'ai duninV aillfiu a *: 

* imptmihUith tli Hizitftr irn /** ** pttut.mm yn t ? -r% --n 

utjni ultra aptmzitmr tli pahur Jra lr nt?**? urnr th itU-n4 »■< nU 4r I<% 

Acad. (Jiugno IHUU), 




Al.FUHl'it C 


38 


a I ) A i >. y." 

„ -2. A't <. ;/. a • 


4 t{> A l tip * -* ■•• 

) ... t 

Hf > ill. K\.r. :> .. i, . f A i <, v.•«». 

4 . i , t| , ii >-! !«•- /Cm, 5 / ..., >* l ^nil 

tm fi ‘‘•'t <• " , ,, Uu ,lmt . n ■ tV. i "tr ,> 0: 

aotinicH {'ii'’ {,,nuui * ' * 

i r , r u mi » it l! /Ci *\ »/..... M ! ... 

//(•<•.//.H . ■ , 

i \ K M-. y..' 

et, «u jiiu-tifiilii-r 

r r , a I” J *1, h I th. * /’•-' ’ // 1 1 

„. 

u,» il,,t. *»•. ■"... '' 

K it fiiimnt‘lau* h - M!,-» ■“ 

/ft*.*.«> // !■>'. y. ■ ■■■ !< * ■ • . ,n " 

Maintftmut, «i IW ,«««■- •«»'- ^ ^ ^ ^ 

j,,nuk l>„. M I’” "T""" : 

M-l, K- 1. M l - *•- M 

ll{x,n,z,t) , lUj » .1. /M •> /5 ■ ’ 1 ( 

.*"***•'» ^ ,uv /M '' , I'//";.m 1 1 

//(if, //,;,<) »• 1 //<,*/. lK - n /; 


,|IH 


cm: 


-/!*' - />„. //1w. .. f* // 1 ' - '• | 

-it,' /»„.//«.•/, M '• f ‘ /,<i ' 

..,i; /#„.//»?». . 

-1J/ /A y . // fy. ?' // ‘ f ' /' 

_/i; />„.//».-/. -.f» //' -’■ l> ■ I 

_/j; />„.//(-/. ft //<y. ? * /( • 

La prnnitm cli-h turmul.n |H» ‘.tib-nmA.. 4»in la tl'". 1***“' " J 
nous donnu: 

//(.e, jJ) « //(y, 0 /A* *'•*. ' 

+ !li I f Hi *. o * 1/ J ^ : ^* 1 






orKKATION’S DU i’oi,AiUK, 


:»•» 

ou bit'll: 

II (:r, i/, ^ ( I>,, X H (.V. :,t) •/*„. 

p IP‘J 

+ II (J\ y, 0 4 II (J\ c, / ) f // U, //, • *. 

Dans Ir ats dr a sdrirs ;. u on uuruit nuaS«^in*Ui«'u! : 

II (tf, IJ, 2, ...» */)=//( //> ...» H ) . ( / J,,. r 1) — ~ I / * } .i I i t y, 2 , N I 

jf*- V. £, *14 

— // (y, r, ...» H)l> iiX )l) xv i K (j\ //» *\ .... u\ n , ....! M i, 

A r y, z, ...» //),» , drsigmmf la turns** opdntH*»n drlbtn* par 

Ins (3). 


Niiplt’i'i, 1*1 |m t*:ia 




ON A CERTAIN SIMPLE GROUP. 


m 

F. N, (*oLK or ANN AUitoK. 

1. Dksiutk fht* groat udvanivs of tin* pant fifty tin* 

Theory of Groups tvmains ton lay in many tvspouis in a v»rv 
unfmishud statu. It is truu that w«* posses mi auuumto systum of 
grnunil ultiHstfiratton on tin* our hand mid an uLhomtu kuowludgu 
of spound t ypos on tho « 4 h»*r. But b»*t w u**n f husi* t \\ * * oxiiviuus 
lios a vast middlo ground, fin* oxplora!am **f whtrlt i * *-\tiv?m*h 
slow and diflirutt. Thus groups tti gom-ral hav»* buna. ditidod siuro 
Galois into stmplo and rompoiuuh and, in *\isu <»! substitutt*»n 
groups, into transit ivo and tnfrattMii\u, primit iv <* and u**n primi¬ 
tive ; tin* groups bolungitig w if h ;dgobruio:dly sol v a IT* piohloms m»* 
known; mul tin* t hours »»t I ho gtoiips »*f linear UuiuTa mat ion*, 
including tin* uongruumv gt »mps, art* familiar, and wo havr an 
oxtonsivu si*rios of t hoot outs limit mg tin* pnssihilith-. of stihsf itu 
that groups. But tho duturmiuutiou of all tin* gn»ups of gi\**ii 
order, or of given dogma or of nil tin* pimutnr *or all tin- ample 
groups* ete., in still att almost uutouehed problmi, Mueh r*f this 
is due to tho lack of positivo rriteiia and tho eotr<ut|uofit m-ervoi \ 
of employ tug pronmes of exelusmn Thus, a plinth no or a simple 
group is out* wldrh is not non ptimitive »** u* impound. I ho tut 
portunt tyjH* in eueh ease leeoiving fit** negat Ur definition 

In uti ahstrarf and intrioat** tliooiy lilo* that of groups, too 
muefi must not ho exported in tIn* way **f genera! development from 
tin* nerimiulation and study of individual examples, No amount 
of Hindi experimentation rould havo lo*l to mu* modem knowledge. 
Progress is from uhstrant to abstmef, Nevertheless, in tip* abs* nee 
of a gonoml mot hod* something may be ureomplishrd by tin* 
tentative, step-by-step process, especially within modern!*' limits 
where tho labor involved is not incommensurate with tin* value of 
tho result, Thus* it is of some sclent iftr interest to obtain nil tin* 
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groups of lower degrees and orders, and the simple groups below 
any convenient order. 

The latter problem has been solved by Dr Otto Holder* and 
myself*}* as far as order GOO. It appears that below this limit the 
only eases are the known simple groups of prime orders, and of 
orders GO, 108, 8G0, and GGO, together with a typo, apparently new, 
of order f)04. The eases of order GO and 300 art' identical with 
the alternating groups of live and of six letters; those of order 
GO, 1 08, and GGO art' identical with the groups of the modular 
equations for the transformations of the 5th, 7th and 11th orders of 
the elliptic modular functions. The two former orders arc of the 
general type the three latter of the general type; \ p (p* — I), 

where p is a prime. Beside these general formulae for the orders 
of classes of simple groups, Camille Jordan J has given others: 

(p n - 1) p n 1 ( p*' ' ~ 1) p n ’ a )p / n 

5 . 1 

where p n .-}= or 3 a , and S is the greatest common divisor of v and 

/>- 1 . 

I ( p*" - 1) p~» 1 ( p*“ - 1) }>*»' \.. (p" - 1) p % (p > 2).(2), 

(2 a " - I) 2 ,J '< 1 (2*-" a - 1) ... (2 a - 1) 2, (// > 2).(8), 

</*„-- l)2** M a ... l)2 a , (m>2)...(4), 

whore 1 > H 2-" 1 I- 2" *. 

Tht‘ simple group of order 504 obviously does not come under 
any of these forms. 

2. By Sylow’s Theorem^ on the structure of groups, a simple 
group of order 504 might contain 4, 7, or 28 subgroups of order 
9; 8, 7, 9, 21, or 08 subgroups of order 8, and 8 or 20 subgroups of 
order 7. In each ease the highest number of subgroups is actually 
present in the simple group as found. 

It is not however easy to construct the group by this method, 
nor was this the met hod by which it was originally obtained. If 


< Math. Ann. M. 40, p. 55. 

t American Juttr. of Math, Vol. 1 i, p. 57H, Vol. 15, p. 505. 
;J„ Trait** dot xubutitHtinm, pp. 100, 170, 177, 205. 

$ Math. Ann. Bd. 5, pp. 5H4 1)4. 
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appeared as an accidental result in the determination of the 
transitive substitution groups of nine letters*. In fact, it contains 
9 conjugate subgroups of order 56, which, when it is expressed as 
a group of nine letters, appear as the 9 subgroups which leave 
each one letter unaffected. These subgroups are certainly transi¬ 
tive in seven letters, and therefore, since there are exactly 9 of 
them, also in eight letters. Those of their substitutions which 
leave a single letter unchanged form a subgroup of order 7. The 
latter furnish 8*6 distinct operations of order 7, which with identity 
and 7 substitutions affecting 8 letters each make up the entire 
subgroup of order 56. The nine subgroups of this order furnish 
therefore 280 substitutions, leaving 224 which affect nine letters 
and which make up exactly 28 subgroups of order 9. The latter 
are cyclical and all their operations are distinct. The substitutions 
of the group are therefore 168 of order 9 and 56 of order 3 
affecting 9 letters each, 63 of order 2 affecting 8 letters each, 216 
of order 7 affecting 7 letters each, and identity. The group is 
triply transitive. 

That the group actually exists may be shown as follows. The 
substitution 

a-=(2354786) 

transforms the group of order and degree 8 


1 , 

t 2 = (12) (34) (56) (78), 
r # = (13) (24) (57) (68), 
t 4 = (14) (23) (58) (67), 


t 5 = (15) (26) (37) (48), 
t. = (16) (25) (38) (47), 
r 7 = (17) (28) (35) (46), 
r 8 = (18) (27) (36) (45), 


into itself, and therefore with the latter generates a doubly 
transitive group H of degree 8 and order 56. It to H is added 
the substitution 

p = (193872456), 

it is readily shown*}* that for every a 

p a H = HpP, 

so that p and If generate a triply transitive group of order 504 
and degree 9. That this group is simple appears from a method 


* Cf. Bulletin of the N. Y. Math. Society , Vol. 2, pp. 253—4. 
t L. c. p. 254. 
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of consultation duo to Klein*. If namely the group contained 
a self-conjugate, subgroup, the latter must include all or none of 
the subgroups of any conjugate sot. Accordingly, if a, ft, 7 , h 
denote each either 1 or 0 , the number 

1 (>8 a ■+■ ♦>(> 0 4“ ()*? 7 Hb ^ f b $ “H 1 
must be a divisor of 504. The only possibilities hero are 
a = $ = 7 = 8 = 0 
and a = /3 = 7 ~ 8 = I, 

and the only self-conjugate subgroups are therefore identity and 
the entire group itself. 

Ann Arhoh, .1 1 KU3. 


" C’f. U\omvdei\ p. tH. 



[Copies of this article were presented to the members of the congress for use in 
visiting the German University Exhibit. Editors.] 


EINLEITUNG Z U DEM FUR DEN MATHEMATI- 
SCHEN TEIL DER DEUTSCHEN UNIVERSI- 
TATSAUSSTELLUNG AUSGEGEBENEN 
SPECIALKATALOG. 

VON 

WALTHER DYCK in MUNCHEN. 

Di rc Deutsche Universitatsausstellung in Chicago, auf Veranlass- 
ung der Koniglich Prcussischen Unterrichtsverwaltung ins Leben 
gerufen, bezweckt cin zusam menfassendes und mbglichst ansehau- 
liches Bild von dem Stand und der Bedeutung der Deutschen 
Universitaten nach ihivn Aufgaben der Lehre und Forsehung zu 
geben. 

Fallt die vornehmliche Aufgabe eines zusammenfassenden 
Berichtes von der histoiischen Entwickelung unserer Hoch- 
schulen, von deren Einfluss auf den Fortschritt der einzelnen 
Wissenschaftcn, von ihrer gegenwartigen Stellung im Leben der 
Nation, dem fur die Ausstellung vorbereiteten Sammelwerke 
“Die Deutschen Universitaten 5 ’ zu, so ist fiir die Ausgestal- 
tung der einzelnen Gruppen der Ausstellung selbst um so mehr 
der Spiclraum gegeben, je nach richtigem Ermessen sei es die 
historischc, sei es die padagogische, sei es die rein wissenschaft- 
lichc Seite des speciellen Faches zur Vorfiihrung zu bringen und 
(lurch diesc Mannigfaltigkeit das Gesamtbild zu beleben. 

Die mathematische Ausstellung will von unserer modernen 
Forschuxlg und von unseren gegenwartigen Methoden und Hiilfs- 
mitteln des hoheren mathematischen Unterrichtes Zeugnis geben, 
und fasst dabei, wie dies in unserem Fache den gemeinsamen 
Aufgaben entspricht, die Thatigkeit unserer Deutschen Universi¬ 
taten und Technischen Hochschulen zusammen. 

Die Mittelgruppe der Ausstellung fiihrt in der Kolossalbtiste 
von Gauss, in den Bildnissen von Jacobi, Dirichlet und 
Riemann die Manner vor Augen, deren fundamentale Werke die 
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Marksteine dor matheinatischen Arbeit. uust‘n i s Jahrhunderts in 
Deutschland bezeiehncui *. 

Die Zusammenstellung neuerer deu tscher mathemat tseher 
Literatur (vergl. Toil II des ttpeeiulkataloges dew tnat.luunat.isedmn 
Ausstellung) soil, olmo Ansprueh auf Vollstandigkedt zu marhen, 
die wesent.lichsten Riehtungen unserer luaitigen matlmmat isrhen 
Forsehung im Finzedncut zu verfolgen gestatt-en und so das von 
F. Klein in dem obeli envalmten Sammehverke iiber die 
Deutsehen l hiivcwsita ten gegebene Bild iluvr Knfwieklung or- 
gauze n. 

Wir untcTseheddem die* Sedmften der Akademtern, dor l r ui » 
vorsit»at»en, die 1 mabhcunatiselum Zeitsrhrifben und den oigentHelton 
buehliiindleriNrheii Wring. 

Die Akademieen hahen, soweit wir von ihrent weiteren, die* 
(Sesamfheit. dc k r Natur- und (leisU'swissemsedmftcut einheiUieh nm 
fassonden \Virktingskrc k is absehen, und auf don gesouderten dt»s 
speeic k lh k n Fac‘ht k s c k ingc k lu k n, sieh einmal die Aufgabe gestellt, die* 
Werke dt*r heTVorragendsten I)eufs<*hc k n Mut.hemut.iker heruuszu- 
geben - so clit* K. PreussiHrhe Akadeime der Wissensehnften zu 
Bc k rlin die* \Vc k rkc k von I )i rich let, Jaeobi, Stc*in<‘r uttd ueuer 
dings die* von Kroneeker; die* K. < Jesellsrhaft dt*r \Vissonselmfton 
zu Got tingen Gauss' und VWber’s Werke; die* K. Sim hs, 
Gesellsehaft d. W, zu Leipzig die* von Mobius und nouerdiugs 
die* von Grassmann; die* K, Buyer. Akadentin dor Wisseuselm ft on 
zu MUm k hon die* Sehriften von Fraunhofer und gegenwiirtig die* 
von Hesse*. Andererseits sollen die* Siizn ngHlmriehfe und die 
Abhandlttngon dieser (3t‘Hcdlsrhaften ( Jedegenheit hieteu zu 
rascht k rt*r Bublikation klirzerer wissemsehaftlieher Mitteihmgen. 
wie zu dt*r fur den Finzelnen zu kostspieligen Dmeklogtmg 
umfangroielu k rer Dcmksehrifbcm. 

Die* Schriften der Akademieen und vonte*hmlitdt die matin* 
matisehem Zeitsehriften enthalten wohl don woHoutlirhen 'Toil 
unscrew neueren matheinutisehen ForHchunge*n und sit* habon sieh 
dab( k i nicht. auf Deutschland alle k in besehriinkt.. ileben wir liter 

* Kino go«<mdorto 0 aunts- Wt*ber-A«n«ttdhmg giobt ia htHiwtmthm* DukummUmi, 
Appamtrn, SehriftHtflekem und Photogmphimm elem |diymkttliiiohmt Itwtiiutu, dm 
Sterawarfcci und dtm OauHsimjhen KrdnmgmtUftehou OtwwviifctiriumH m UotUngen 
uin Bild von dor gomoimmmmi Tlmtigkcit dor bidden gnmnen (iekshrtmi, (Vergl, 
don ttllgum. Katulog dor Umvemtat^AuMStellung pg 4 IH.) 
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zuvorderst die alteste dieser Zeitschriften, das 1826 von Crelle 
gegriindete, jetzt bis zum 111. Bande gediehene “Journal fur die 
reine und angewandte Mathematik” hervor. Mit Recht konnten 
Kronecker und Weierstrass zur Einleitung des 100. Bandes 
(1887) sagen: “ Die Geschichte der Entwickelung dieses Journales, 
welches noch von Gauss, Poisson, Poncelet Beitrage erhalten 
hat, welches die Mehrzahl der Werke Abel’s, Jacobi’s, Lejeune- 
Dirichlet’s, Steiner’s zuerst veroffentlicht hat, welches Haupt- 
arbeiten Riemann’s und Abhandlungen von vielen der be- 
deutendsten unter den noch lebenden alteren und jiingeren 
Mathematikern und mathematischen Physikern aller Nationen 
enthalt, welches also vier mathematischen Generationen als Statte 
fur Publicationen gedient hat, stellt einen guten Teil der Geschichte 
der Entwickelung dar, welche die Mathematik selbst in den 
vergangenen sechzig Jahren genommen.” Im Jahre 1846 entstand 
das “ Archiv,” 1856 die “ Zeitschrift fur Mathematik und Physik,” 
beide besonders die Bedlirfnisse der Lehrer an hoheren Unter- 
richtsanstalten, die letztere vorzugsweise auch die Geschichte der 
Wissenschaft betonend. 1868 rief R. A. Clebsch in Yerbindung 
mit C. Neumann die “Mathematischen Annalen” ins Leben, die 
heute in einer Reihe von 42 Banden zusammen mit den genannten 
Journalen von der Intensitat und der Vielseitigkeit mit der die 
mathematischen Wissenschaften in Deutschland betrieben werden, 
bericliten. 

Neben die Aufgabe unserer Fachzeitschriften, jeweils den 
actuellen Stand der mathematischen Forschung zu umfassen, stellt 
sich noch eine zweite, welche das “ Jahrbuch liber die Fortschritte 
der Mathematik” in der Zusammenstellung und Berichterstattung 
liber die gesamte moderne mathematische Literatur sich gestellt 
hat, eine Aufgabe, welche neuerdings die “ Jahresberiehte der 
deutschen Mathematiker-Vereinigung” durch zusammenhangende 
Darstellungen einzelner Gebiete der neueren Forschung zu erganzen 
suchen. 

Den deutschen mathematischen Verlag kennzeichnet das 
verhaltnismassige Zurlicktreten der Lehrbiicher fur den hoheren 
mathematischen Unterricht, ein XJmstand der in der individu- 
ellen Ausgestaltung auch der einfiihrenden mathematischen 
Yorlesungen an unseren Hochschulen, wie sie die Vorbildung der 
Schuler, Neigungen der Docenten haben entstehen lassen, seine 
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Bcgriindung findet. Um so mehr zeiehnet sicdi diesor Buchverlag 
durch das Vorhandensein oilier grossen Anzahl speeieller, dor 
eigentlichen Forsehung angehbronder Worko aus und so kotnmon 
auch in diesen Verbffontlichungen die Richtungon unsorer noueivu 
deutschen mathomatisohon Forsehung zmn Ausdruek. Woibor 
seien hier die Sammolworko horvorgehoben, woleho si eh die 
Aufgabc stellon, die klassisehon, fur don Fortschritt dor Wisson- 
schaft fundamentalon Worke in hancllichon Ausgabon allgomoin 
zuganglieh zu machen. 

Mit dor Vorfiihning dor bis zum Jahre 1850 zuriiokroiehondon 
In augural disso rt alio non ztir Erlangung dor Doet.orwti rdo, 
wie dor vonia logondi, woleho dureh das Entgogonkommon dor 
ITnivorsitatsbibliot,h(dc zu Marburg ormbglieht, wurdo, lei bon 
wir iu das Gobiot des mathomatisohon Un torriehtos Ubor. 
Wir glauben unsorn Losorn oinon Dionst. zu onvoison, wnm wir 
im Kataloge dio ausfiihrlioho Listo dor .Dissortatiouon (Toil II, 
Abschnitt 5) gobon. Sprieht sioh (loch in don vorsehiodonon 
Richtungon und mannigfachon Arboitsgobioton, wolehon dioso 
Abhandlungon ontnommon sind, dor individuollo Oharaktor dor 
cinzolnon Hoehschulon, wio or nach don Forsohungsgobioton d<*r 
Lohrer auch im Untorriehte sieh gostaltot, am klarston aus, und 
kommt gorado, hint* die* Wirksamkeit dor mathomatisehon 
Sominaro, zum vollon Ausdruek. 

Es mogen einigo Bemorkungon Ubor Entstohung und Zwoek 
diosor Sominaro, wio sio jetzfc an alien doutsehon Hoehsehulon 
bestohen und wio sie* aufs ongste mit dom ganzon Untorriehtsplano 
dorsolbon zusammonhangon, hic*r Plata findon. 

Uhcr die Vorgosehiehto <les in Konigsborg 1884 ins 
Loben gotre tenon orsten mailu k matisch( k n Seminars sehrc k ibt 
Riehelot in einom Boriehte an das K. Proussiseho Gntorriehts- 
ministorium (welehor im besonderon die. Stc k llung <h k r sog. allgc k nu k in 
bikhmden Faehor zu dim speoiollen Fachstudi( k n bosprieht*). 
“ Die. von unwissonschaftliehen Nichtk( k mu k rn Einsoitigkoit go- 
nannte wissenseRaftliehe Vortio.fung wurd< k . von oinom Mamie 
(niimlich Bessel) hier her verpflanzfc, d( k r in alien fiinf Wolttoilon 
benihmt war und bleiben wird, und dem ( k s im Laufe von wonig 

* Dio hier gogebene Mittoilung ilber dan Kdnigaberger Heminar vordanke iuh dor 
Giifce von Herrn F. Lindemann. 
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Jahren eben (lurch dies Mittel gelang, einer bis dahin in den 
exacten Wissenschaften vollig nnbedeutenden Universitat gerade 
in dieser Richtung einen bedeutenden Namen zu verschaffen. 
Sein Unterricht wurde sehr bald der einzige, der von den hiesigen 
Mathematikern benutzt wurde, obgleich er seine Zuhorer meist 
nur in einem speciellen Teile des mathematischen Wissens, in der 
mathematischen Astronomie vertiefte. Als seit 1826 der gross- 
artige Geist Jacobi's bier zu wirken begann, wurden durch den 
erweitertenTJmfang der hier gelehrten mathematischen Disciplinen 
die jungen Mathematiker noch mehr den ihrer Wissenschaft femer 
liegenden Studien entzogen; . . . Beide grosse Mathematiker 
verschmahten es nicht, einen betrachtlichen Teil ihrer Zeit und 
Kraft der Ausbildung ihrer Schuler zu opfern, und es gelang 
ihnen bald, den Lehranstalten der Provinz zunachst solche Lehrer 
zuzuftihren, die den mathematischen Unterricht auf eine in 
Deutschland nicht geahnte Hohe brachten . . . Nachdem Neu¬ 
mann’s unvergleichliche Lehrwirksamkeit in der mathemati¬ 
schen Physik hier Wurzel gefasst und bald ihre fast einzige 
Pflanzstatte in Deutschland gefunden hatte, wurden namentlich 
durch die Grundung des mathematisch-physikalischen Seminars 
die Studien der hiesigen Mathematiker auf reine Mathematik, 
mathematische Physik und theoretische Astronomie und Mechanik 
concentrirt.” 

In der That war Jacobi der erste, der es untemahm, auch die 
neuesten und zur Zeit hochsten Probleme seiner Wissenschaft in 
seinen Vorlesungen den Studirenden darzulegen, wie es jetzt in 
den Specialvorlesungen und Seminaren allenthalben an unseren 
Hochschulen zu geschehen pflegt. Auch heute noch liegt der 
wesentlichste Teil des Seminarunterrichtes in der Anleitung zu 
eigener wissenschaftlicher Thatigkeit und in der Einftihrung in 
die mathematische Literatur. Mittelbar kommt diese Ausbildung 
auch dem praktischen Berufe des kunftigen Lehrers zu gute, 
insoferne Grundlichkeit und Klarheit durch sie gefordert wird. 
Der eigentlichen padagogischen Ausbildung aber dienen besondere, 
an den Mittelschulen errichtete Seminare. Yon ihnen sei das 
durch mehr als dreissig Jahre unter Schellbach’s Leitung 
stehende Berliner Seminar hervorgehoben, dem auch eine Reihe 
unserer heutigen Hochschuldocenten angehort hat. 

Was die besondere Gliederung des mathematischen Unter- 
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richtes in den einleitenden und allgemeinen wio den speeiellen 
Vorlesungen imd Seminaren betritft, so sei auf die Ausfilhrungou 
des Sammehverkes, wic auf die in dor Ausstellung aufgelegten 
Jahresberichte und Studienplane der einzelnen Hoehsehulen 
verwiesen. Hier sei nur noch eine Seite <ler Entwiekelung unseres 
modemen Untorrichtes hervorgehoben, deren Yorfilhrung unsere 
mathematische Ausstellung im Besonderen gewidmet ist: die 
Entstehung der Sammlungen mathemntiseher Modelle, 
Apparate und Instrumente. 

Das Interesse fur die rilumliehe (Jestaltung geonmtrisrher 
Gebilde geht, vvenn wir von friiheren zumelsi auf Anna* Gebildo 
beziigliehen gestaltliehen llntersuehuugen absehen, auf Muug« 
und seine Schiller zuriiek. Der systematische Ausbau der darsteb 
lenden (Jeometrie, die Anwendungen der Ditlerentialrechnung auf 
geometrische Fragen, Anwendungen der Mathomatik auf physi- 
kalische und teehnische Probleme, verunlassten cane Fillle von 
gestaltliehen Untermichungen. Der von Mongo nmfaasend ange- 
legte Unterrichtsplan der deole polytechnic juo wies diesen Fnehern 
einen breiten Kaum zu; hier erwiesen sieh zweekeutsprerhende 
Modelle und Apparate als (‘in fruehtbares HUlfsinittel des Ver- 
standnisses. So entstanden, von Sehiilern von Mongo gelurdert, 
weiterhin (lurch die Tluitigkeit des conservatoire des arts et 
metiers unterstlitzt, in Paris die bc*kannit‘n Sammlungen v<»n 
Modellen von Broechi, Olivier, Bardin, Muref, de Saint Venunt. 

Gleichzeiiig traten aueh in Deutschland mit dem Schopftmgen 
von Steiner, Mohius, Plileker, Hesse nan geometrische Untersueh- 
ungen in den Vordergrund des Interesses, und ho war es naiurgemhss, 
dass auch hier der Sinn ftir gestaltliche Fragen prnkliseho Be- 
thatigung land. Die von Fi<‘dlt‘r und von Chr. Wiener uusge- 
fuhrten Modelle von Flachen dritter Ordnung, die den Formen- 
reiehtum algt‘braisch(‘r Flachen zuerst veyansehimlirhendeu 
Plilcker’sehen Oomplexflaehen, die Modelle zur Theorie der 
Strahlensysteme, zur Krilnmmngstheorie, zu Flachen vierter 
Ordnung von Kinnmer, mbgeu als die ersieu hier geuannt m il 

Das grbsste Interesse und eine Fillle neuer Anregung hot dairn 
die im Jahrc 1870 zu London im South Kensington Museum 
vermis tal tote Ausstellung wiasenHchaftliclu*r Apparate. Auf ihr 
gelangten neben den ebon genannton noch insbesomlere elegant 
ausgefUhrte Modelle von Fabn* de Lagrange, die SteinerWhe 

4 


C. R 
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Flache, Ball’s Cylindroid, Zeichnungen Maxwell’s zur Kriimmungs- 
theorie u. a. m. zur Vorfiihrung; weiter Rechenmaschinen und 
Integraphen (Thomson’s harmonischer Analysator), sowie die 
mannigfachsten Instrumente und Apparate der angewandten 
Mathematik (wir erwahnen insbesonders die Apparate Reuleaux’s 
zur Kinematik). 

Die gegenwartige Ausstellung zeigt die weitere Entwickelung 
unseres Gebietes in Deutschland. Sie enthalt in moglichster 
Yollstandigkeit all’ die vielerlei Modelle und graphischen Darstel¬ 
lungen, wie sie zunachst im Anschluss an geometrische Unter- 
suchungen in den mathematischen Seminaren an unseren 
Universitaten und technischen Hochschulen entstanden sind und 
wie sie weiterhin nicht bios rein geometrische, sondem auch 
functionen-theoretische Fragen und solche der Mechanik und 
mathematischen Physik umfasst haben. Wir mtissen betreffs der 
eingehenden Beschreibung der einzelnen Objecte auf den Special- 
katalog selbst verweisen. Hier aber sei noch ein wesentlicher 
Gesichtspunkt fur die Zusammenstellung hervorgehoben: Die 
Gesamtheit aller dieser verschiedenen raumlichen Darstellungen, 
all’ dieser Gestalten aus Gips, aus Holz und Metall, will nicht den 
Eindruck erwecken, als bilde sie die unentbehrliche Riistkammer 
des gegenwartigen. mathematischen Unterrichtes, als erfordere ein 
modernes mathematisches Institut diesen ganzen umfangreichen 
Apparat und dem entsprechende Mittel. Neben eine Reihe von 
grundlegenden Formen, welche man heutzutage wol nicht mehr 
wird missen wollen, neben eine weitere Reihe von Darstellungen, 
welche den hoheren mathematischen XJnterricht ganz wesentlich 
zu erleichtem im Stande sind, stellt sich noch eine Zahl von 
Modellen, welche in ihrer Entstehung, in der vom Yerfertiger zu 
ihrer Herstellung aufgewendeten Arbeit, ihren nachsten Zweck 
und ihre Bedeutung haben. Hier soli die Notwendigkeit, eine im 
Seminare gestellte Aufgabe in alien ihren Teilen durchzudenken 
und durchzurechnen vor Allem zur Geltung gelangen. Desshalb 
ist kein Bedenken getragen, auch derartige primitive, mit moglichst 
geringen Mitteln hergestellte Modelle vorzufiihren. Gerade solche 
gelegentlich entstandene Modelle sind in ihrer Einfachheit geeignet, 
Veranlassung zu ahnlichen Versuchen fur die Schuler zu geben; 
und weiter: gerade solche Darstellungen, in ihrer Urspriinglich- 
keit, in ihrem individuellen Charakter, werden nicht bios ein 
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belebcndos Element des Unterriehtes bilden, sondern sienvrmogen 
auch der Forschung solbst mannigfache Anregung zu bieten. 

Die Sammlung der Modelle ist noeh erganzt (lurch cine Reihe 
mathematischer Instrumente, der modernen HUlfsmittel von 
Rechnung (Rechemnasehinen, Planimeter, Integraplu‘n) und Zeieh- 
riung (Teiltmgszirkel, Pantogmphen). Hier haben lediglich solehe 
Apparate Aufriahme gefunden, welche ein specielles mathemat inches 
Interesse bieten, wahrend beispielsweise Pracisionsinstnunente als 
solehe, bei denen die besondere teelmisehe Anordnung oder 
Vollendung das wesentliohe Merkmal bildet, ansgescddossen 
warden* 

Bei der Zusammenstellung der Modelle und Apparate war es 
dem Unterzeiehneten von wesentlichem Nutzen, auf die Vorberoit- 
ungen einer im Vorjahre in Niirnberg geplanten mathematisehen 
Ausstellung (die jetzt in Milnelum statttinden wird) zurUekgreifen 
zu konnen. Insbesondere konnte auch ein grosser Toil der zur 
Erlauterung der einzelnen Modelle etc. diemmden Aufsiitze und 
Nbten direct dem fllr jene Ausstellung verbffentliehten Katalogef 
entnommen werden. Fiir eine Reihe neuer Beit,rage, welche dir 
Vorfiihrnng der an unseren deutsehen Hoehschulen entHtandenen 
Lehrmittel wesentlieh vervoltstandigt haben, ist tier Untorzeiehnet** 
den einzelnen InstitutOTorstandeu zu besonderem Danko ver 
pfliehtot. 

Mr>ge es gehmgen sein, in der gegenwartigen Ausstellung in 
grossen Zitgen von der matluunatisehen Arbeit in Deutschland 
nach Forschung und Lehre beriehtot zu haben—soweit dies dnreh 
Sch rift und Bild moglieh ist. Mbge dit‘ in Verhindung mit der 
Ausstellung geplante Mathematiker-VerHammhmg Uelegenheit 
Ruben, das VorgofUhrte (lurch das lebendige Wort zu beleben I 

MOnchkn, im Mai l*m 


* Hiorhergehorige Inatrumimto findcm moh in der von dor RouUdum UemdlHcdifift 
fiir Muchanik und Optik voranHtaltoton Amwtollmig. 

t Katalog mathomatiHohur und mathumatiHoh-phyKikaliHahrr Moduli'', Apparati' 
und IiiKtrumonto. Im Auftrag dan Voratandon dor doia«nhon Math**niafik<»r»VfU 
oinigung herauiigegeben v. W. Dyck, Milnelum 




ON INTERPOLATION FORMULAE AND THEIR 
RELATION TO INFINITE SERIES. 

BY 

W. H. ECHOLS OF CHARLOTTESVILLE. 


I. General Forms . 


The general problem of interpolation may be stated thus: 
Given n values of a function corresponding to n given values of 
the variable, it is required to design a function which shall 
coincide with the given function at the n known points, and 
which shall be such that it shall coincide as nearly as may be with 
the function at all intermediate points. 

§1. The formal design of the function is as follows: Let fx 
be the function whose values are known at the points x Q , x l ...x n , 
and let <£ 0 #> be n chosen known functions. Let 8 be the 

symbol of operation of Substitutions, so that 

S'fai =fx i+ 1 , S r fxi =fx i+r , 

S operating on the variable by substitution, as shown in the 
change of subscript. 

The function 


F s = 


fx } <f> 0 X ... <f> n x 
S°fx o, S°(f) Q x 0 ...3 0 cl> n x 0 


S°^>qXq. . .S Q <f) n Xo 

S n <f> 0 x 0 ...S n (l) n x 0 


( 1 ) 


\8 n fx 0) S n <j> 0 x 0 ...S n <f> n x 0 1 
expresses the difference between the function fx and the function 


n 

S A r (f>rOG 

r=0 

at any point x , and this difference vanishes at x Q , Hence 

^ZA r <f> r x is the required form of the function to be designed, since 
the coefficients A r are completely known and are independent of 
x , and the <f> functions are known. 
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Without changing the value of F$ we may throw the member 
on the right of (I) into different form, as follows. 

If in any sequence of n + 1 terms 

^0 » * * * > ^ A » 

we form u new sequences as follows. Subtract each term from 
the succeeding term, forming the new sequence 

From this form a new sequence in like manner, by beginning 
with the third term and subtracting each term from that which 
follows it, and so on, until the nth new sequence has been formed 
whose terms an* 

a r — O n + ... -f (— l) r C rr (r = 

This secuumce we call the* complete-difference of the first sequence, 
We call 

J(.G n — Onifa'a-i + ... -f (~ l) n Onnp\> 

the nth generalized-difference of the function Jlr, at a; M and 
symbolize it by The relation between K and S may be 

symbolically expressed by 

and reciprocally 

+ \yffr 0 . 

In the member on the right of (l), begin with the second row 
in the numerator and tin* first row in the denominator ami regard 
the elements of each column as being terms of a sequence. 

Form the complete-difference of these sequences and there 
results 


F k : 

1 >, 

/e/.v tl , 

, <f>0!R • 

.. 4>n‘l 

A *, 

O 

F"4>nA, ‘ 



/v 


F n (f> u <c . 

‘O 

F'‘4> H .r„ 

which has the same 

value an 

(1), fur 

fli 


Suppose 

the points w iH w x , 

...;r n are 

i related by tin 

‘ law 


w r 


■h, (r * 

■ 1). 



Then is identical with E } the symbol of operation of the 
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12, We observe in (l) nr {A ), if .r r ,.j n eonverge t«* jy, then 

P$ <>r F m taken the indeterminate form Cl ti through identity of 

rows, and if in order to evaluate the true value of thin vanishing 
ratio wo apply to the numerator and denominator the operator 

l? V V 

V^ r e jn~afc» v> v nf**~x» 

we obtain (5) at once, an thin limit, 

From these five general forma flow, respectively, nil mterjHiln- 
turn formulae for regular or irregular intervals, all the serial 
formulae of the Calculus of Enlargement and Finite Differences, 

and finally all of the infinite series of the Differential Calntltts, 
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There are two general forms to be derived from these formulae, 
according as we expand with respect to the first row or column, 


n 

fx= S A r (j> r x + Fq .(6)* 

r=0 

jtx = w Bp O^fx o + F() .(7), 

p = o 


wherein the operator 0 is identical with 8, K, E, A or D accord¬ 
ing to the formula selected. 

In general, we provide an absolute term by making <f> {) x zz 1. 
The <f> functions are such that their law of formation with respect 
to r is supposed to be known. <f> {) x being unity we must have 

n 

2 B p = 1 

P Q 

m (1) and (3). 


II. Quantitative Properties, 


§& Nothing has been said about the character of the func¬ 
tions represented in these forms, the first four of which may be 
regarded as simple algebraical identities in which the functions 
are supposed finite; the fifth requires that the functions shall be 
continuous with determinate derivatives. Nothing in the forma¬ 
tion of the formulae prohibits the argument x from being either 
real or complex. Let us assume that the functions fx and <f> r x 
can be expanded in a converging series of integral powers of 
x — x 0 throughout a certain region. Let It/ and li$ r represent the 
remainders after the /ith term of the expansion of these functions 
in Taylor's series. In (5) multiply the row of pth derivatives 
(p = by (x — w 0 y/p I, in the numerator and denominator of 

the ratio. This will not alter the value of the ratio. In the 
determinant in the numerator subtract each row below the first 
from the first. This will not alter the value of the determinant. 
Now remove the common factors from the rows in the numerator 
and denominator and we will have converted (5) into 
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without changing its value. That is to say, we have 

/>-/>„- £ A r <f> r J'~ Hf - - Aril.*, .(M. 

r 1 r I 

Let R he the maximum modulus of (r ~ 1, 2, ... t If 
now 

t 

s ,i r 

r I 

is n tarnvtagent series, the member on tin* right of v s ) 

ii/- ^ 

r I 

is zero wlum a = x » and we have 

/r=/Vf» £ *'l r 0,.r.... <!M 

r ! 

for all values of tv in that reg ion throughout wlueh the functions 
/ and <f> art' expansible in Taylors series, regardless of whether s 
be nail or complex. 

The series on the right of (9) has an unlimited number of 
derivatives formed by taking the stun of the derivatives of its 
terms, each of which is a converging series .ami »*«pml to the 
corresponding derivative of jlv for all values of ,r throughout fin* 
equality region of (8). 

By differentiating (o) m times we obtain in tin* sum* way as 
above 

£ A f R^\ 

r l r l 

wherein R/ n and R$, m are the remainders after n — r terms in tin* 
expansions of f and <f> r by Taylors series. But thene remainder* 
vanish when u« oo in the region for whieh Taylor'** aerie* holds 
good for the functions, and we have 

/Hr* 2 A r 4> r m j* 

r .>■-» 1 

under the same circumstances as before. 

In particular if <f> r x be a rational integral function of degree v t 

(8) becomes 

ii 

fr -/<■„ + S A,4 r w + Hj. 

r I 
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§ 4. Specific forms may be given to the member on the right 
of (8) as follows. 

Let Fj) of (5) be represented by FfX, and let F^x be the same 
function when the function fx is replaced by some other function 
yfrx of similar character. 

Consider the function 


Jx = F^x' FfX — F^x Ffx\ 

wherein x ' is some arbitrarily fixed value of x in the region for 
which /, yfr and <f> r are expressible in Taylor's series. 

Differentiating n + 1 times, we have 

J n+l x = F^x' F/ l+l x — Fj^x FfX. 

If x is a complex variable, then since a holomorphic function 
must take any assigned value at least once, we may let x be that 
value u. for which J nJrl x vanishes, and if F )l+1 u be not zero, we 
have 

**-%&?**• . (io> ' 

since x! is any value of x in the region considered. 

If x is a real variable, then Jx and its first n derivatives 
having the common zero x 0 and Jx also having the zero x, the 
(tb+ l)th derivative of Jx must vanish for some value u of x 
between x! and x 0 , and we have as before 


FjX: 


( 11 ), 


: Lav»+»w. 

Fy +i it f . 

provided F$ n+l u is not zero. This form, when x is real, may be 
employed for testing the convergency of series when n is infinite 
because then u lies in a certain known interval x and x 0 . But 
when x is complex the position of u is in general unknown, and 
the expression is to be regarded merely as an equivalent form for 
the case of the real variable. 

In general, we take \frx ~= <fi n+l x. 







MODERN GRAPHICAL DEVELOPMENTS. 


BY 

HENRY T. EDDY of TERRE HAUTE. 


We may find the germ and prototype of all our modern graphical 
developments, as it seems to me, in the fruitful methods of the 
ordinary Cartesian co-ordinates in analytical geometry; but the 
aspect and special point of view which have given vogue to graphical 
processes would be entirely missed by the mathematician and 
ordinary student of analysis were this statement to stand without 
further elucidation. 

It is my desire then, in the few minutes at my disposal, not so 
much to give a historical review of the progress of graphical 
development as to sketch in a somewhat hasty manner the nature 
of these developments, in order to commend this branch of mathe¬ 
matics to your favourable attention,—a branch which has possibly 
been viewed by you with somewhat less interest and attention 
than some more ancient and commonly cultivated branches. 

Graphics has both its theoretical and its practical side. 

It is, so to speak, a theory and an art, and may well be 
compared to trigonometry in this particular. Want of recognition 
of the fact that there is a considerable and growing body of 
theoretical results upon which its special applications are founded 
has perhaps prevented those capable of adding largely to theory 
from entering upon this labour with the enthusiasm and interest it 
merits. 

Look first at the applied side of graphics:—this has two 
distinct aspects. 

One is the pictorial representation of tabulated relations be¬ 
tween variables, such as the temperature during a given period; 
the fluctuations in the price of silver, wheat or other commodity. 
These graphical representations on paper ruled in squares for 
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ready estimation are becoming so common and popular as to be 
inserted in our daily papers. One noticeable characteristic of 
these graphical statements is that each represents a particular 
numerical example and does not express general relationships at 
all. By abstraction only can we present to the mind by its aid 
the general relations of which a given figure is a particular case. 
The same is true of any diagram in analytical geometry, though 
from the fact that it is not usually constructed to scale as graphical 
diagrams are, the mind is unconsciously occupied with the general 
truths connected with such diagrams. 

But dismissing further considerations of this kind of graphical 
tabulation as of slight theoretic interest, it is evident that the one 
thing which has given importance to graphics in recent times is 
its convenience as a means of calculation in various parts of civil, 
mechanical and electrical engineering and architecture. 

This has greatly stimulated interest and investigation in the 
theory of these processes which are so helpful and expeditious, and 
will, no doubt, have a far greater effect of this kind in the future 
as their importance becomes more appreciated. 

It will be convenient to mention four principal branches of this 
subject, and first the* graphical treatment of space relations. 

The foundations of this branch of graphics may be said to have 
been laid by Monge more than a century ago in his development 
of descriptive geometry as a scientific process. This branch of the 
subject may not be at first recognized as distinctly graphical by 
some, but that it is essentially so is evident when we consider that 
all lines drawn are distinctly understood to represent on an 
assumed scale lines proportional to those drawn upon the paper. 

The constructions of descriptive geometry have met ever- 
widening applications in architecture, sternotomy, machinery, and 
civil construction of all kinds. In all these its use is indispensable, 
while the highest degree of theoretic interest has also been lent to 
it by monumental works like Poncelet’s TraiU des Propriety 
Projective des Figures , Roye’s Geometrie der Lags, and Fiedler’s 
Darstellende Geometrie . 

As might be expected, the representation of space relations by 
space itself, as is done in descriptive geometry, must be so perfect 
and so like the thing represented as to give rise to a wider range 
of truth than any other branch of graphics. 
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It is, however, a part of my subject comparatively well known 
and so I take the liberty of hastening on to the most fruitful and 
important branch of graphics, which is without doubt that of 
graphical statics, in which forces are drawn to scale as in the 
parallelogram of forces. 

Graphical statics, so far as it has practical application in the 
computation of engineering structures is the art of evaluating 
stresses and other quantities dependent upon stresses by geo¬ 
metrical or so-called mechanical methods instead of doing this by 
arithmetical means. Looked at as a branch of mathematics, it 
consists of a very large number of propositions of great interest 
and beauty, geometrical in their character and capable of highly 
refined and complex relationships. 

The manner in which these propositions have been established 
is of special interest to the mathematician. 

Some of the cultivators of this field have employed algebraic 
processes such as are employed in analytical geometry for this 
purpose, while others have preferred to use only pure geometry to 
demonstrate the necessary fundamental propositions, thus creating 
a branch of pure mathematics called geometrical statics. These 
last have frequently, but wrongly, assumed that they alone were 
the true cultivators of this art and have regarded those who used 
algebraic analysis for this purpose as interlopers and trespassers, 
who ought to leave the field to its rightful cultivators, the modem 
geometers. 

Among those who have written upon this subject in America 
may be mentioned the names of Greene, Du Bois, Eddy, Burr, 
Merriman and Church. Indeed, most of our recent text-books 
upon the theory of civil engineering construction have contained 
as much graphical statics as could be introduced in an elementary 
manner without leading the student too far from the problems 
immediately under consideration. In several of these works the 
authors have intentionally put graphical methods to the fore, and, 
as was to be expected, have done so on the basis of algebraic 
analysis rather than upon that of modern geometry. None of 
them, however, have exhaustively treated the entire field as it 
exists to-day with a view to all its methods and applications as 
has been done in the great work of Prof. Maurice Levy, entitled, 
“ La Statique Graphique et ses Applications aux Constructions/’ 
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second edition, Paris, 1888, in four volumes or parts, of 1700 pages 
all told. 

Most of them have been content with a more or less complete 
exposition and application of two principal methods: to-wit, the 
method of the reciprocal frame and force diagrams, and that of the 
equilibrium polygon or catenary. 

The former of these methods is due to Maxwell, who published 
his first paper on the subject in 1864. It is based upon the 
parallelogram offerees discovered by Newton about 200 years ago, 
and consists in a systematized method of combining in one figure 
all the parallelograms representing the forces acting at the joints 
of a framework in such a manner as to exhibit its reciprocal 
relationship to the frame. This reciprocal relationship is one 
specially suited to modern geometrical thought, and so was taken 
up with enthusiasm by its cultivators. Its possibilities have been 
greatly developed by the genius of Cremona. 

The other method employs the catenary or equilibrium polygon, 
which is a figure having the shape which a perfectly flexible cord 
would assume if it should hold in equilibrium the system of forces 
under consideration. Its discovery is due to Varignon more than 
200 years ago, who in his treatise on statics reckoned it as the 
seventh among simple machines. But its properties as a moment 
curve, and the importance of its use as a means of evaluation in 
practical designing, cannot be said to have been effectively brought 
to the attention of the engineering profession until Oulmann 
published the first edition of his work entitled Graphische titatik 
in 1866. Culmann, through his publications and his pupils, put 
himself and his school at the head of a strong movement in favour 
of graphical methods. He regarded modern geometry as an 
essential prerequisite to all such work. 

Of the second edition of his book only the first volume has 
appeared. It was published in 1875, and is devoted to the 
theoretical part of the subject. The practical applications were to 
have been contained in a second volume. Without detracting in 
any way from the great merit of this learned treatise, it can be 
said that its publication in English is not a matter of great 
importance now. It is too learned for practical use by busy men. 

After Culmann's first publication in 1860, numerous important 
developments and applications of the equilibrium polygon were 
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published, among which we may men! ion Mohr’s prime discover* 
i»t thr elastic curve us a so-called second equilibrium jvoivgon, 
and his graphical snlution of continuous girders; also tin 1 dis¬ 
covery bv the present writer of tin* mutual relationship between 
th v neutral ax in of tin* elnst ie arch ami tin* equilibrium polvgon of 
its ant uni horizontal thrust and load, These and ot ln*r discoveries* 
h‘d to graphical piwesses of groat value from a practical stand* 
point, 

Besides tin* two genera! methods of whirl* wo have lioon 
speaking there an* se\eml others almost, equally important* In 
particular wo may intuition tho linos of influence proposed by 
Frankel in 187th since dovrlopod by Winckler, and extensively 
cultivated abroad* but seemingly almost unknown in tins country. 
What a tint* of influence is may be readily pictured in ndiid by 
Httpjmstitg a weight to traverse a span of a gin lor framowork, and 
as it does so, lot a vortical ordinato bo laid off at lIn* weight and 
of a tongth proportionato to tin* effect tho weight has in causing 
either bending moment or shear at a given point of the girder, «»r 
in causing tension in a given bar of tin* frame. Then* is then u 
different line of influence for each point of tIn* girder and for each 
bar of the frame. The geometry of those lines cun readily be 
develojMat by analysis or otherwise* and the method *** one of great 
|h aver and wide application. 

The present writer has published in tin* Trans. Am. Hoc, (1 K. 
still another tucthgd for treating problems of the same character 
ns those whose solution is sought by lines of influence, It develops 
and applies the properties of the weight line or line of shears flue 
to ti train of wheel weights together with some assiKnitted lint s 
culled reaction polygons. These last two met Inals both have 
special reference to the question of maximum * tresses dm* to 
trains «if moving wheel weights. 

Let ns now return to the consideration of Le\y * great work 
before mentioned, in order to give a more deluded aerotmt of its 
Hcopu and contents* for if now is and must necessarily* for n long 
time to come, remain the great compendium nj*»n the art of 
graphical statics* This author is a smnml who bus risen by the 
force of his genius to a foremost (msitiou among th** seieutific men 
of France, It is a sufficient proof of thin to mention to those 
cognizant of such matters that he is a member of th** lustitut, 
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Engincer-in-Chief of the Pouts et Ohaussdes, professor at the 
College do France, and at the Ecole Centrale. Any of these 
distinctions would stamp his writings as those of a scientific 
authority. 

The present work is a second edition and contains more than 
three times as much matter as the first edition published in 1874. 

The subject is treated with a detail, precision and elegance 
such as especially distinguish the best French scientific treatises. 
It is divided into short sections of a page or two with accurate 
headings of the subject-matter of each, making it singularly easy 
for reference and use. In short, in its make up it is an ideal book 
for use. It is no mere compilation. 

Large portions of the book arc', entirely new creations, or ex¬ 
tensions by the author to new fields of methods already known. 
There is nothing however old to which the author has not 
added clearness, breadth and system. It is not too much to say 
that it is a work of such magnitude and acumen as to make it a 
monument of intellectual and mathematical power, comprising as 
it docs some 1700 pages of text and 44 plates. And when we 
consider that it is written by an author whose interest in the 
theoretical questions involved is so intense, it is a marvel to see 
the numerous practical examples worked out in detail to illustrate 
the methods proposed. By careful attention to this part of the 
exposition the author has fully justified the entire title of the 
work, 1 Graphical Statics and its Applications/ for he evidently 
considers the applications as the end in view in writing the book. 
It is due to the fact that the author has put his great mathe¬ 
matical and technical abilities unreservedly at the service of the 
practical constructor that he has made the work of indispensable 
importance to every educated engineer. 

Its actual contents cannot perhaps be more clearly summarised 
than is done for important portions of it in Ldvy's own preface, 
from which we venture to translate the following extracts, with a 
few unimportant alterations rendered necessary by the changes 
introduced into the work during its publication, after the preface, 
which is prefixed to the first volume, had appeared. 

Volume I., entitled, ‘Principles and Applications of Pure 
Graphical Statics/ containing the subjects treated in the first 
edition (1874), except the following changes and additions: 
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1st. In thi* first edition we began by an exposition of the 
properties of equilibrium and reciprocal figures starting from a 
point of view wholly geometrical. This procedure still seems to 
ns to-day the more satisfactory when we have regard merely to 
teaching; but as it is important to get to the applications m 
quickly as possible, we have thought that engineers would be glad 
to have us dispense with this preliminary study. We have, 
then*fore, entirely omitted the geometrical part of the first edition 
and obtain the solution of problems relating to equilibrium 
polygons and to reciprocal figures from their meehameal defini¬ 
tions alone. 

2nd, We have added a complete and detailed study of the 
important problem of the passage of a train o\er a simple girder 
on a framework supported upon two piers. We explain a \erv 
exact method due to Weyrnneh for finding the dangerous portions 
as respects tin* moments of flexure. We gi%e finally not only a 
solution of this problem of flexure, but also that of shearing tresses, 
which is new and complete ami based in its timt point upon an 
unpublished theorem of M. Ventre, captain of engineers, flu note 
2, Voh 4, is a new theorem due to Eddy* which completes in a 
manner entirely graphical the method deduced front Ventres 
theorem.) 

drd, In Note l we have explained the new method of 
ealculut ing dimensions of pieces used in construct ion according to 
the experiments of Wohler and of Spaugenberg. and the piincipid 
formulas by the aid of which they have been mtmmamed by 
Launhardt, Weyraueh* etc. 

4th. Note 2 is devoted to AmslerV plamuteter, in his 
integrator am! to DepiW iniegmmrter, instruments not mentioned 
in our first edition, 

fith. Note 3 treats of catenary curves, es{*eeudly those of 
equal resistance, and in Note 3 bin we have reviewed the principal 
steps in constructing the {nirabolic arcs which occur so frequently 
in practice, 

fith, In Note 4 we give* in the case of plane systems, the 
important theory of liueH of the principal at reuses (isimtatict and 
lines of maximum shear, and apply it to const rneting these fine?* 

in a girder resting on two piers. 

7th. As to arrangement* instead of printing nil the figures ns 
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plates separated from text, as was done in the first edition, we 
have made plates of only the larger ones and have, for the 
convenience of the reader, interspersed the others with the text. 
The remaining volumes formed no part of the first edition. 

Volume II. containing two sections and one note: 

Section L, entitled 4 General Principles/ contains two chapters, 
one of which is devoted to a review of general formulas as to 
plane flexure. We give not only the expressions for elastic dis¬ 
placements but show how they can be obtained by applying the 
principles of kinematics relating to the composition of rotations, a 
form of proof certainly very expressive. 

We give the general formulas also a form which we think is 
new and which is more simple and as exact as the usual form, 
especially in the ease where we neglect the shear without neglect¬ 
ing the compression of the moan fibre. 

In the second chapter wo have attempted to give a summary 
of what can be said in general upon the linen of influence which 
are so convenient, not to say indispensable, in studying the 
positions of danger for a train upon a girder or arch which is 
statically indeterminate. 

As to these lines, introduced to science by Professor Frankel, 
we give an important theorem of Winekler for the ease where 
they are polygonal, and we extend it to the ease where the sides 
are formed of arcs of any curves whatever. Finally by the intro¬ 
duction of a fictitious train we give certain new tests which may 
be useful in practice. 

Section II. of this volume is devoted to straight girders. 
Omitting girders which are statically determinate, and which 
have been treated in the first volume, we give in great detail the 
graphical solutions dealing with the problems of the girder built 
in at one end and simply supported at the other, the girder 
built in at two ends, and continuous girders built in and not 
built in. 

We base each theory which has to do with girders of one 
span or more upon a single theorem, which we call fundamental, 
and which deserves the name, for it furnishes the solution of all 
the problems which can be proposed in the domain which it 
includes, a solution analytical or graphical according to the mode 
of development which we prefer to give it. For continuous 
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girders the fundamental theorem is one to which we give the 
name of two moments; it is a generalization of one which we 
published in the Comptes Rendus of March 22nd, 1875. 

It furnishes Bresse’s fixed points at once, which we have 
named foci, as well as the moments of flexure at these points. 

Our graphical solution is not the same as that given by Mohr, 
which is so justly celebrated; it is analogous to that of Fouret 
and Colligon. If the question be to determine the moments of 
flexure in a continuous girder for one determinate system of loads, 
that of Mohr would be a little more expeditious, but for deter¬ 
mining the maximum moments arising from various possible 
combinations of loads we believe the solution we propose to be 
preferable. 

But it has not seemed to us proper in a treatise so compre¬ 
hensive as this to pass by the beautiful work of Mohr in silence,, 
a work which in some sort is the point of departure of the graphical 
treatment of the resistance of materials; accordingly we present 
it in Note 1, at the end of this volume. 

An important question is the study of lines of influence in a 
girder of one or more spans not statically determinate, because, 
when these lines are known, the dangerous position of a train 
follows them. We discuss the forms of them in all the cases ; and 
as a result of the discussion we notice, as we believe it has not 
been done before, that in a girder of constant cross-section, what¬ 
ever be the number of spans the line of influence with respect to 
any cross-section whatever is always a catenary; 1st, of a unit 
load situated at that cross-section; 2nd, of a water pressure, that 
is to say, load extending across the entire span in which this 
cross-section is situated, and varying proportionally to the distance 
of its point of application to a fixed point. The lines of this 
pressure-load are straight and pass through one of the foci, 
when the cross-section considered coincides with the pier opposite 
to that focus. This theorem allows the line of influence to 
be drawn very speedily, whatever be the number of spans, 
by employing the very convenient and common properties of 
catenaries. 

Volume III. contains four sections, in which the subjects 
treated are: 

Section I. Metal arches: 1st, arches resting on hinges; 2nd, 
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arches built in at both ends; 3rd, with one built in and one 
point hinged; 4th, arches with intermediate hinges. 

Section II. Action of forces normal to the plane of the 
neutral axis, including torsion and flexure in general; and the 
action of tin*, wind against frame structures. 

Section III. Suspension bridges, with and without shrouding, 
with and without stiffening truss. 

Section IV. Shells symmetrically loaded including domes, 
boilers and rings, cylindrical, conical, spherical and plane. 

Note. 1. Direct determination of arches of equal resistance. 

Note 2. Continuous arches and arches stiffened with con¬ 
tinuous girders, such as the bridge over the Douro. In his 
admirable study of the Douro bridge, Seyrig has admitted the 
fixity of certain points of the upper girder. This supposition 
simplifies the calculations by allowing the arch and girder to be 
treated separately, but it is perhaps useful to study the structure 
as a whole by taking account of the connections which actually 
exist between the arch and girder. We give the solution of this 
problem which is hardly more complex than that which rests 
upon the hypothesis of the fixity of the points of junction. The 
theory of every system of arches, like that of every system of 
girders, rests likewise upon a theorem which is unique and fun¬ 
damental, and which can be developed at will analytically or 
graphically. 

Among the graphical solutions of arches we have given pre¬ 
ference to that which Eddy has set forth in his New Construction 
in Graphical Statics, We give a rigorous demonstration of it, as 
has also been done by engineer Guide, and we apply it not only 
to simple arches but to continuous arches also, and to those with 
straight stiffening girders. 

We have also attempted to study the lines of influence in 
arches, and consequently the dangerous position of trains, and we 
have reached a solution that we believe is very satisfactory. 

Whatever be the arch, built in or not, of cross-sections and of 
elasticity constant or variable, we employ a line which we name* 
the line of thrust which must not he confounded with Winckler s 
Kampfordrueklinie. 

Suppose that we lay off on the vertical of a moving weight 1\ 
measuring from the chord of an arch, an ordinate which on an 
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assumed, scale represents the arithmetical value of the quotient 
obtained by dividing the thrust by the weight P which causes it. 

The line so obtained we name the line of thrust. Now we 
show that this line coincides with one of the catenary curves, to 
wit: 1st, if the arch is of constant cross-sections it coincides with 
a catenary due to fictitious loads yds applied at each element ds 
of the neutral axis, y being the ordinate of this element of the 
neutral axis with reference to the chord; 2nd, if the moment of 
inertia I of the cross-section of the arch is variable, the fictitious 
loads are quotient of yds divided by I. The line of thrust can 
therefore be constructed as a catenary curve, or polygon approxi¬ 
mately, due to known loads. 

We have already constructed the lines of influence on straight 
girders by this same method and we discover that the segments 
of the ordinates comprised between the line of thrust (a line 
drawn once for all, whatever may be the cross-section with respect 
to which the line of influence is sought) and the lines of influence 
of the arch regarded as a simple straight girder, when we lay 
them off to a convenient scale and one varying from one cross- 
section to another, give the true ordinates of the lines of influence 
of the arch. Thus these last are found in their turn to be 
obtained by the construction of equilibrium polygons. 

The line of thrust by reason of the simplicity of its geometri¬ 
cal definition and construction may be regarded as the basis of a. 
new and general graphical solution of the problem of arches 
requiring operations no more complex than Eddy’s method. It 
consists in this: 1st, construct, first of all, the line of thrust which 
depends solely upon the geometrical form of the arch; 2nd, this, 
line being known, by the principles of superposition, it furnishes 
at once the thrust caused by any loading whatever, continuous or 
discontinuous; 3rd, combining this force with those directly 
applied, it is sufficient to treat the arch as if it was placed upon 
its supports in the manner of a straight girder, built in or not 
according as the arch itself is built in or not. 

In the last chapter of Section II. we have treated the im¬ 
portant problem of the action of the wind upon large frames. Irt 
calculations of this action it is generally taken for granted that 
the moment of flexure which the wind produced at the top of an 
arch is independent of its rise, so that it is sufficient in this way 
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of looking at it to regard the arch (or rather the entire structure, 
made up of the arches which constitute the bridge or viaduct) as 
a girder built in at its two ends. This rule is very convenient, 
but it is worth while to find out how far it is admissible. To 
this end we begin by giving the exact expressions for the elastic 
forces which the wind produces. It is then seen that the hypo¬ 
thesis of which we have just been speaking supposes: 1st, that 
we take as constant, not the moment of inertia I of the cross- 
section of the arch, but its product by the cosine of the inclina¬ 
tion of that section to the vertical; 2nd, that wo neglect the 
shearing and the compression of the neutral axis. Wo may, in 
general, begin by taking this hypothesis for granted under the 
head of a first approximation, subject to subsequent verification. 
But this verification requires that we have at our disposal the 
mathematically exact formulas which wo give. 

Volume IV. treats three principal subjects in as many sections: 

Section I. Arches and domes of masonry. 

Section II. Pressure of earth and fluids, retaining walls, 
stability of chimneys. 

Section III. Framework with superfluous members or other 
conditions which render it statically indeterminate. 

In this it is shown how by modifying slightly the graphical 
process given for pieces of solid cross-section wo obtain the solu¬ 
tion of corresponding problems for pieces of framework. Note 1, 
at the end of the volume, is the republication of an important, 
original memoir upon the investigation of the tensions in systems 
of elastic members, and systems which for an equal volume of 
material offer the greatest possible resistance. 

We now leave graphical statics and pass to another great 
branch of graphics which centres in a practical way about the 
steam-engine, and covers such various matters as indicator dia¬ 
grams, diagrams for slide valve motions; planimotors; mechanical 
integrators of various kinds; self-recording instruments to measure 
power, velocity, etc.; slide rules for logarithmic computation; 
various constructions for the extraction of roots, for the solution of 
equations, for the description of curves and for the computation of 
various complex functions. 

Some of these are in daily use in the workshop and designing 
room. Methods without number yet to be discovered or perfected 
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and put into t he hand* of tin* over driven practitioner ntlbnl 

opportunity for tin* most vu nod mathematical genion to exercise, 
its tit most skill. 

For a survey of tin* present Matos of graphics of this sort in 
the technical literature of England. I take pleasure in referring 
those interested to the Second Repoit tl.Htt'ii of tin* t \onmittee of 
the British Association tor tin* Adv unrrmrut of Science on the 
Development of (trophic Method* in Mechanical Science, by 
Professor H, S. Hcle-Hlmw *4 Liverpool England, Secretary of 
the Committee ami author of tin* little work on Mechanical 
Integrators* republished in this count rv. The first or preliminary 
report of this Committee was made three years before tin* one I 
am now describing and paid considerable attention In graphical 
statics; but this second report h devoted principally to graphical 
methods not statical, 

The report contains an appendix of *Xi pages, giving a classi¬ 
fied list of references fo technical papers published in thirty of 
the principal professional periodicals of Transact mu* and Proceed¬ 
ings of Engineering and Scientific Societies, in winch graphical 
method** an* employed. I estimate that tln-m* ®Jd pages eontain 
umre than 20110 references to graphical represent a? ions and pro¬ 
cesses of all kinds aside from graphical statics pioper, a fact which 
shows how widespread is the professraial use *4 graphics mid 
how it has coine into use as a eommon medium of expression in 
England, where conservatism in methods m mote persist i-tit tiiiin 
in uny emtntry when* great cnstMt urtmus ni«* common, except 
perhnpH in Uermmiy. I am informed hv Professor Hele-Shaw 
that a third report of this Committee %* to be made at the 
meeting «f the llritinli Assm-inf mu this ful} in which lie will 
attempt among other things to sketch the present status of 
graphite in educational and pr«»fr*f«iMfml life generally, Thin 
renders it superfluous for me to attempt any tiling *4 tin* kind tit 
the present time. 

The hint brunch of tin* subject winch I shall imuifi«®n is the 

graphical treatment of etertrie!!l currents, *dr*rf roiuetive forces and 
harmonic mot ion generally, The most reeeni extensive applica¬ 
tion of graphic* t« to electricity, but it tun* iilreiidi mielied a 
{mint where it* use may be regards! ns indispensably necessary* 

n« much ho m the indicator diagram in dealing with the steam-* 
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engine. Indeed, the commonly used characteristic curves of the 
dynamo and motor may, from their simplicity and usefulness, well 
be compared to indicator diagrams. But the geometrical con¬ 
structions by which the relation between the impressed and 
effective electromotive forces are computed in alternating circuits 
when the currents are affected by self-induction and mutual 
induction in connection with condensers concentrated or dis¬ 
tributed are of a far different order of complexity, and such 
constructions accomplish a w r ork in solving problems of design 
like that effected by the constructions used in graphical statics. 
They enable the designer to take a short cut to important 
numerical results with certainty, and permit him to judge how a 
variation in any of the various factors under consideration affects 
his results in a manner so marvellous as almost to endow his 
brain with a new organ of vision and bring within its view things 
as intangible as mathematical functions. It enables him, as it 
were, to handle and manipulate them at will. The result is like 
that accomplished by Lord Kelvins harmonic tidal machine, by 
which the tides of a given port can, on the basis of a few brief 
observations, be predicted with stub rapidity that a very short 
space of time suffices to print in advance the tides of a whole year. 

So, too, the diagram of a proposed network of resistances, 
inductions and condensers, predicts in advance the distribution of 
currents resulting from the application of a given periodic electro¬ 
motive force with the relative lag and the intensity in its various 
branches as well as the power required in each. 

So much indeed has already been accomplished graphically in 
this new field of electro-technics and so promising is the outlook 
for further help that one of the subjects proposed in the world 
competition for the Elihu Thompson Prize this fall at Paris is a 
systematised graphical treatment of electrical problems com¬ 
parable to that already developed for problems in statics. 

This occasion, however, affords no opportunity for an exhaus¬ 
tive survey of this field, whose many ramifications and numerous 
practical applications ensure its rapid enlargement. 

In conclusion permit me to say that this somewhat hasty 
sketch will have accomplished its object if it has given you a 
somewhat enlarged idea of the scope and importance of nuxlern 
graphics in relation to theory as well as practice. 










DIE THEORIE DER AUTOMORPHEN FUNC- 
TIONEN UND DIE ARITHMETIC 

VON 

ROBERT ERIOKE in BRAUNSCHWEIG. 


Die nachfolgende Darstellung soil einen summarischen Bericht 
iiber die Beziehungen geben, welche sieh zwischen der modernen 
Theorie der automorphen Functionen und der uberlieferten Zahlen- 
theorie bislang ergeben haben. 

Es kntipfen sich diese Beziehungen an die geometrischen und 
gruppentheoretischen Grundlagen, welche man der engeren 
Theorie der genannten Functionen vorauszusenden pflegt. Der 
einfache Ausgangspunkt ist die Lehre von den Substitutionen : 


r 




und 


7£+ S 


( 1 ), 


wo f eine complexe Yariabele bedeutet und £ der zu £ conjugiert 
complexe Wert ist; dabei muss man auch die zweite Substitution 
so verstehen, dass sie den Ubergang von £ zu £' darstellen soil. 
Yon rein geometrischer Seite her sind die durch Substitutionen 
(1) vermittelten conformen Abbildungen wohl am ausftthrlichsten 
von Moebius* untersucht worden und als directe und indirecte 
Kreisverwandtschaften unterschieden worden, je nachdem eine 
Substitution von der ersten oder zweiten Art (1) vorliegt. Man 
gewinnt aber die gedachten Grundlagen der Theorie der auto¬ 
morphen Functionen, indem man die geometrische Lehre der 
Substitutionen (1) in Beziehung stellt mit dem modernen 
Gruppenbegriff und die dadurch entspringenden Consequenzen 
verfolgt. 

Es hat Interesse festzustellen, wo die zuletzt bezeichnete 


* Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung , Abhandl. 
der Konigl. Sachs. Gesellschaft der Wise. Bd. 2, (1855). 
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Wendung in ihrem Keime zu finden ist: man hat als ersten und 
wichtigstcn Ansatz zur gruppentheoretischen Behandlung der 
Substitutionen (1) dan sogen. Princip der Symmetric anzusehen, 
welches Riemann* bei verschiedenen Gelegenheiten aufgestellt 
und zu functionentheoretischen Zweeken verwendet hat, und 
welches dann spaterhin von Sehwarzf aufs neue in Benuiztmg 
gezogen warden Schwarz’ AnknUpfungspunkte an Riemann 
liegen, das Symmetrieprincip anlangend, im Gebiete der Minimal- 
flachen und damit in d(‘n beiden ersten der gerade genannten 
Arbeiten Riemann’s. DemgegenUbor soil hier auf die zu dritt 
genannte hdehst merkwiirdige Notiz Riemann’s besonders auf- 
merksam gemaohfc werden, die Ubrigens aus hinterlasHtmen 
Papieren desselben (lurch den Herausgeber seiner Werke zu™ 
sammengestellt wurde: es sind in dieser Notiz unter freilieh sehr 
besehriinkten Voraussetzungen fast alle wiehtigen Gedanken 
angedeutet, welehe in der spateren Theories der automorphen 
Funetionen Geltung gewonnen haben. 

Um auf die sachliche EinfUhrung des Symnudrieprineips 
noch ein wenig niiher einzugehen, so kniipfe ieh an die Sub¬ 
stitutionen (1) von der zweiten Art an, die (due Abbildung nut 
ITmlegung der Winkel vermitteln. Die wiehbigsten hierher 
gehbrigen Substitutionen sind diejenigen von der Periode zwei, 
die also ein vertauschbares Entsprechen von Punkten 
darstellen. Diese Substitutionen zweiter Art haben die Eigen- 
schaft, die Punkte eines gewissen Kreimn der f-Ebene einzeln in 
sich selbst zu transform ioren, wiihrend die ilbrigen Punkte der £« 
Ebene (lurch die Trmut/ormation verm,dye reciproker Itadim an 
dem genannten Kreiser umgelegt erscheinen. Ist dieser Kreis 
reell, so spricht man von einer Spieydmiy oder symmetrixchen 
Umfornumg an demselben, und ebon hierauf grUndet sich das 
genannte Symmetrieprincip. 


* Vher die FUlche tmm kleimten Inhalt bei gegebener Begrmzung % (len. Werkii* 
pag. liHH; Behpielc mm Fldchen kleimten Inhalt* bei gegebener tkgrenzung, i\m, 
"Werke, pag. 417; Gleichgewieht der FAectricitiU auf Gy Undern mit kreinfbrmigem 
Quenchnitt und paralklen Axen, (km. Werke, pag. 413. 

t Xfber einige AbbiIdungmufgaben, Crello’tf Journal, Bd, 70, pag. 105 (1H00); 
tfber diejenigen FilUe f in welchen die Gamnkche h ype rgea metric he Heihe eine 
algebra bsche Function ihrt* vierten Arguments i*t t Crolle’H Journal, Bd* 75 (1B72); 
waiter «ehe man Schwarz* Abhandhmgen zur Mimmalflaehontheorie. 
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Man denke sich in der That einen Bereieh B 0 in der f-Ebene 
gezeichnet, der nur von Kreisen oder Kreisbogen begrenzt ist, und 
wolle auf B 0 die Transformation vermoge reeiproker Radien an 
seinen begrenzenden Kreisen anwenden. Der Erfolg ist, dass B <> 
rings von nenen Bereichen B 1} B 2i ... umlagert ist, die wieder von 
Kreisen begrenzt sind, und auf welche man demnach aufs neue 
den bezeichneten Process der Spiegelung anwenden kann. Die 
Gruppentheorie gewinnt dann dadurch Eingang, dass man den 
Spiegelungsprocess ohne Ende fortseizt und alle Substitutionen (1) 
sammelt , welche das schliesslich entspringende Bereichnetz in sich 
selbst transformieren*. Dieser an und fur sich an keine neue 
Bedingungen gebundene Ansatz verlangt indes einige Einschran- 
kungen betreffs der Gestalt des Ausgangsbereiches B 0 , sobald 
man die Forderung stellt, dass das entspringende Bereichnetz die 
£-Ebene nirgends mehrfach bedecken soli. Die bekannteste 
dieser Bedingungen ist die, dass in etwaigen Ecken des Bereiches 
B 0 die Winkel aliquote Teile eines gestreckten Winkels sein 
miissen. 

In der dritten der oben genannten Arbeiten Riemann’s ist der 
Spiegelungsprocess auf einen Bereieh B 0 angewandt, der nur von 
Vollkreisen begrenzt ist, und hier wird das schliesslich entsprin¬ 
gende Netz von Bereichen B explicite in Betracht gezogen*f*. In 
den Minimalflachenarbeiten Riemann’s liegen Kreisbogenpolygone 
vor, die auf die f-Kugel stereographisch proj iciert von grossten 
Kugelkreisen begrenzt erscheinen. Auf das schliessliche Ergebnis 
des Spiegelungsprocesses wird hier nicht ausfuhrlieh Bedacht 
genommen, wie denn iiberhaupt die durchgebildeten gruppen- 
theoretischen Momente Riemann fern liegen. 

Die beschrankte Gattung der bei Riemann zur Yerwendung 
kommenden Bereiehe B hat bewirkt, dass eine beim Princip der 
symmetrischen Vervielfialtigung auftretende Erscheinung, die in 
der Folge die allergrosste Bedeutung gewann, wie es scheint 


* Dyck verwendet in den “ Gruppentheoretischen Studien 55 (Math. Ann., Bd. 20, 
1881) das Symmetrieprincip nnd die Bereichnetze zu rein gruppentheoretischen 
Zwecken, bei denen die Bedeutung der Figuren nur eine schematische ist. 

t Dieser Fall ist in functionentheoretischem Gedankenzusammenhang aus- 
fiihrlich von Schottky untersucht worden; siehe dessen Abhandlung “ Uber 
conforme Abbildung mehrfach zusamnienhdngender ebener Flachen,” Crelle’s 
Journal, Bd. 88 (1877), sowie die kurze Notiz in Bd. 20 der Mathem. Annalen, 
pag. 299. 
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Riemann unbekannt blieb: ich meine den (Tmstand, daas bei 
gewissen Ausgangsbereiehen B K) der Spiegelungsprocess natilrliahe 
Grenzen in der J-Ebene antreffen kann, denen man zwar dureh 
hinreiehend weifc fortgesetzte Spiegelung beliebig nahe kommt, 
die aber nie iibersehritten werden kimnen. In der That findet 
aich das Auftreten einer nattirliehen Grenze am Beispiele der 
Kreisbogendreieoke zum era ton Male in der zweiten der oben 
genannten Arbeit.cn von Schwarz erlautert, der ubrigens von 
analytischer Seite her be re its vorher auf das fragliehe Vor- 
kommnis dureh Weierstrass aufmerksam gemaoht worden war* 

In letzterer Hinsieht haben wir aber sehr zu betonen, class 
analytineherseits bereits in zwei iilteren Arbeiten die in Redo 
stehenden nattirliehen Grenzen eino Rolle spielen. Einmal 
wurde Riemann bereits sehr frlih (1852) auf die IFntersuehung 
analytischer Funetionen in der Nithe ihrer nattirliehen Grenzen 
gefiihrt; ich memo hier das Fragment liber die Grenzfalle der 
elliptisehen Modulfunctionen, das pag. 427 II der gesammelten 
Werke abgedruekt isfc. Immerhin sind wir trotz der nnhen 
Boziehung, welches zwisehen den letzteren Funetionen mid 
Riemann’s P-Funetion besteht, und trotz der wiehtigen Rolle der 
letzteren in den Minimalfiacdumarbeiten doeh nieht zu der 
Annahme bereehtigt, dans Riemann cine dentliehe Kemitnis vom 
Zustandekommen oder aueh nur von der Existenz der nattirliehen 
Grenzen bed automorphen Funetionen besessen habe. Selir gekltirt 
sind dmngegeniiber die Ansehauungen, welehe Hanked* 1870 in 
der unten genannten Arbeit entwiekelt hat. Am Sehlusso 
derselben entwiekelt Hankel die Mogliehkeit analytischer Fune¬ 
tionen, doren singulare Punkte ununterbroehene Linien fiillen, 
und giebt in einer Note das Beispiol einer Function, die*, ednen 
Kreis als natUrliehe Grenze besifczt. Hankel hat diese Ideen 
unabhiingig von Weierstrass entwiekelt, welch letzterer fredlieh 
schon vor Mitte der seehziger Jahre in semen Vorlestmgen den 
in Rede stehenden Gegenstand bertlhrte. 

Dio obigen Bereiehe B 0 liefern Gruppen, welehe* ans dim bidden 
Arten der Substitutionim (I) bestehen, und welehe tiberdies ans 
edner Roihe von Substitutionen zweiter Art der Periode zwei 

* Vntermehungm fiber die unendUeh oft o$cilUermdm und umtetigen Func* 
tlonen (Ttibingen, 1B70), abgedruokt in Bit 20 dor M&thom. AnnaUau 
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erzeugbar sind. In den Hauptarbeiten zur Theorie der auto- 
morphen Functionen, namlich denjenigen von Poincard* * * § und 
der unmittelbar vorher erschienenen Abhandlung von Klein*)* 
wird der Ansatz so gewahlt, dass zuvorderst nur Gruppen von 
Substitutionen (1) der ersten Art entspringen; und es wiirde als- 
dann der Gegenstand einer weiteren Untersuchung sein, ob die 
einzelne “ Gruppe erster Art ” durch Zusatz von Operationen 
zweiter Art erweitert werden mag. Gegentiber der grosseren 
Allgemeinheit dieses Ansatzes hat der oben bezeichnete Gebrauch 
des Symmetrieprincips jedenfalls den Vorzug grosserer Anschau- 
lichkeit fur sich. Um sich liber die ausserst mannigfaltigen 
Gestaltungen der Grenzcurve zu unterrichten, bietet sogar schon 
der von Riemann in der Arbeit liber Elektricitatsverteilung 
betrachtete Fall vollauf Gelegenheit, wenn wir nur noch seine 
gleich zu bezeichnenden Ausartungen mit in Betracht ziehen. 
Diese letzteren sollen darin bestehen, dass die zuvorderst getrennt 
liegenden Vollkreise, welche die Grenzen des (nattirlich mehrfach 
zusammenhangenden) Bereiches B 0 ausmachen, in eine einfach oder 
mehrfach zusammengeschlossene Kette einander bertihrender 
Kreise iibergehen sollen. Im anfanglichen Falle strebt der 
Spiegelungsprocess keiner zusammenhangenden Grenzlinie zu, 
sondern vielmehr unendlich vielen discret liegenden Punkten , welche 
ein Punktsystem von hochst wunderbarer Structur bilden. Hat 
man eine einfach zusammengeschlossene Kette einander beriih- 
render Kreise, so entspringt eine geschlossene Grenzcurve als 
natiirliche Grenze; von ihr gilt der sehr merkwtirdige Satz, dass 
sie entweder ein Kr&is ist oder aber eine hochst complicierte Curve, 
die sich durch eine analytische Gleichung zwischen den Coordinates 
ilberhaupt nicht mehr darstellen Idsst +. Ist endlich der Zu- 
sammenschluss der Kette einander bertihrender Kreise ein mehr- 
facher, so entspringen unendlich viele Grenzcurven §, die inn 


* In erster Linie kommen in Betracht: Theorie des groupes fuchsiens , Acta 
mathem., Bd. 1 (1882), Memoire sur les groupes kleineens , Acta mathem., Bd. 3 
(1883). 

+ Neue Beitrage zur Riemann'schen Functionentheorie , Mathemat. Annalen, 
Bd. 21 (1882). 

X Die erste Mitteilung liber diesen Gegenstand findet sich in einem Briefe 
Klein’s an Poincar6, der in den Comptes rendus von 1881, Bd. 1, pag. 1486 im 
Anszug abgedruckt ist. 

§ Vergl. hierzu die oben gen. Arbeit von Klein in Bd. 21 der Math. Annalen. 
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besonderen sdmtlich Kreive aein mbyen, im albjemeimn aber nicht- 
analytisohe Ourven darstellen . 

Die fraglichen Bereiehnetze sind ubrigens aueh naeh ihivr 
rein geometrisehen Suite hin nur erst sehr wenig ausfiihrlirh 
untersucht. Ms tritt bier mbglielmrweise die sehon obou (pag. 74) 
erwahnte Sachlage ein, (lass das Netz der Bereiehe Ii {U H x bei 
fortgesetzter Spiegelung sehliesslieh mit si eh selhst in Collision 
gerat; aber es sind die Bedingungen dafiir, dass dies nleht 
eintritt, im vollen Umfange noeh nieht ausfiihrlieh unlersueht. 
Doeh muss es genilgen, hierauf hingewiesen zu haben ; und ieh 
kann aueh der Kinfiihrung der automorphen Funetionen, als 
eindeu tiger analytiseber Funetionen f(&), welcho in homologen 
Punktun der Bereiehe /J 0 , entweder gleiehe oder eonjugiert 

eomplexe Werte amu^hmcn, mu* im Vorheigehen gedenken. 

Die voraufgehenden Auseinandersetzungen, welehe ja tlem 
Kenner der automorphen Funetionen sehr gelilulig sind, mussien 
doch gemaeht werden, urn die Stelle aufweisen zu kbnnen, wo die 
Arithmetik mit der Theorie dm* automorphen Funt*tionen zu- 
sammenhangt. Die genannten, dureh die Bereirhe H {U 
gebildeten Kmteilungen der f-Fbene oder trim's Teiles derselben 
und damit zugleieh die* zugehorigen Oruppeu mit ihrer Stnuiur 
und specifisehen I )ars tel I lings form sind in der That nur erst 
dadureh einer in ihr Wesen dringenden Untersuehung zugiinglieh, 
dass man sieh anthmdlavher Hilfsmittel und BegriOsbestim- 
mungen bedient, Versuebt man allein mit der unmittelharon 
Ansehauung sieh den Verlauf einer Crenzeum* klar m muehen, 
so erkennt man, sofern dieselhe eine nieht-analytisehe (!urve ist, 
alsbald die vollige ITnmogliehkeit zum Ziele zu kommen. (Jleieh- 
wohl ist natUrlieh in jedem Falle die Orenzeurve wohlbestimmt, 
und es muss moglieh sein, dieselhe dureh Anga.be den* numerisehen 
Werte der Coordinates ihrer Punkte arithmetiseh zu begreifen. 
Es liegen bier Ubrigens Curvem vor, wie sie allgemein und in 
abstraeterer Form dureh Hankel*, P. du Bois-Rey mondl" und 
viele neuere Autoren in Betraeht gezogen warden. Auf der 
andern Suite liefern unsere Figuren <litt mamugfaltigsten Beispiele 
unendlieher Punktsysteme, wit*, sit* gleiehfalls unter allgemeb 

* In den oben (pag. 75) auHfiihrlich gemaimtem AbhamUung. 

+ Bi«ho d©««i*n Work “Die allyemvint FumtUmtntimrie" Tubingen IHM*2, 
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nerem Ansatze durch G. Cantor* in seiner Mannigfaltigkeits- 
lehre betrachtet werden. Man denke hier einmal an jene 
unendlich vielen discret liegenden Punkte, welche in dem 
mehrfach genannten Riemann’schen Falle die Grenzpunkte des 
Spiegelungsprocesses sind; aber anch in den iibrigen Fallen hat 
man die allgemeinen Cantor’schen Ansatze haufig zur Yerwendung 
zu bringen. 

Der gewiesene Weg, die Kenntnis der Figuren nach der bezeich- 
neten arithmetischen Seite zu vertiefen, besteht darin, dass man 
das arithmetische Bildungsgesetz der Substitutionscoefficienten a y 
J3, 7, S aufzuweisen sucht , welche irn Einzelfalle bei einer Gruppe 
aufbreten. Die Losung dieses im Centrum stehenden Problems 
wtirde einmal das Zustandekommen der Gruppe aus der Gesetz- 
massigkeit der Coefficienten unmittelbar verstandlich machen; 
andrerseits wiirden sich alle eben angeregten Fragestellungen 
dann einfach dadurch erledigen, dass man die bei den einzelnen 
Substitutionen festbleibenden Punkte der f-Ebene berechnet. 
Als Prototyp fiir die Behandlung der vorliegenden Fragestel¬ 
lungen kann man etwa die Theorie der Modulgruppe ansehenf. 
Das Zustandekommen dieser Gruppe ist aus der ganzzahligen 
Natur der Substitutionscoefficienten unmittelbar klar; die 
natiirliche Greuze ist zwar in einfachster Weise die reelle f-Axe, 
aber man hat doch noch eine Reihe besonderer Punktsysteme auf 
der reellen Axe zu betrachten, wie die Systeme aller Fixpunkte 
gewisser besonderer Classen von Substitutionen innerhalb der 
fraglichen Gruppe. 

Zur Auflosung des aufgestellten Problems bietet sich nun 
zuvorderst ein inductiver Weg dar. Man kann aus dem gegebenen 
Bereiche B Q die erzeugenden Substitutionen der Gruppe berechnen 
und mag durch Combination derselben weitere Substitutionen der 
Gruppe, soviel man will, herstellen. Es wtirde dann die Aufgabe 
entspringen, aus einer endlichen Anzahl dieser Operationen auf 


* Man vergl. die zahlreichen kleineren Aufsatze G-. Cantor’s iiber unendliche 
lineare Punktmannigfaltigkeiten in den Banden 15 bis 21 der Mathem. Annalen, 
sowie eine Reihe weiterer bezuglicher Artikel in den Banden 2, 4 nnd 7 der Acta 
mafhematica. 

t Man vergl. die vom Verfasser des vorliegenden Anfsatzes gelieferte I)ar- 
stellung der fraglichen Theorie in dem Werke “E. Klein , Vorlesungen iiber die 
Theorie der elliptischen Modulfunctionen” 2 Bande, Leipzig 1890 und 92. 
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das gemeinsame arithmetisehe (Jesetz zu sehliessen, von dem die 
gesamten Operationen dor vorliogonden Uruppe boherrseht sind*. 
Es ware das eine Art induct iver Korsehung, wie sit* in der 
Arithmotik hiiufig, zumal auch von Gauss in Anvvendung 
gebraeht wurdo und zur Erkenntnis neuer Gesetzo hinfUhrte. 
Aber wie es sohoinen will, ist auch dt*r Seharfsinn nines (tuuss 
dazu erforderlich, uni auf dem bezeiehneten inductiv(*n Wege die 
Gosed,zmassigkeiten erkennen zu wollen, welche gegonUber der 
Combination der Substitutionen den Oharakter dor Invarianz 
besitzen. Und zudom sind, von den einfuehsten Fallen 
abgesehen, die Reehnungen bei (Combination der erzeugenden 
Substitutionen alsbald so Hclnvit*rig und umstilndlieh, dans die 
bezoiehnete Methode wenig aussiehtsreieh erseheinen muss, 

Bei dit*st*r Saehlage kbnnte man vermuth t» sein, von den 
Eubutitut ionstfru ppm xel but ausziujehm ; und bier biotet mob so fort 
die Mbgliehkeit, beliebig viele Gruppen aus Substitutionen (1 > 
arifchmetiseh zu detinieren. Sehreiben wir in der That vor, 
dass dit* Subsututionseoeflioienten a, 0, 7 , 8 einem bt*stinnnten 
Rational itatsbereiehe angehbron, so ist so fort evident, dass damit 
etwas gegenilber tier Combination dor Substitutionen l ovarian ten 
gewonnen ist. Aber es rcieht diest* Festsetzung allein im 
allgemeinen keineswogs aus, um Gruppen zu gewinnen, wie man 
sie in der Theorie der eindeutigen automorpln*n Funetiotten 
braucht, und wit* sit* umgt*kt*lirt von den oben betraehteten 
Bereichnetzen geliefert werden. Eh t re ten hit*r jene wiehtigen 
Binteilungsprineipien uns<*r(*r Gruppen in mntinuirtichvf, //;e 
eigentlich dimnitinnirliche und endlieh eit/mtlich dimnmtinnirlichc] 
in Geltung, wt*lcht* nicht nur dit* Slructur, modern auch die 
specielle I)arHtt‘llungHfbnn betreflen. Es sind dit* " in dvr 
Ebene ” eujentlich discontinuirlichen Gruppen, welche von dt*n 

# Kilr earn «t»hr Mpcrntdlu Pkuwn von Ifnipjwn hat liau«tmberger vor iang**r**r 
Zeit alma tmfcmdn«dano Kmiltata that bazaialmaten PomdmngHwag bafcroten; malm 
55 , B. demon Abhandhmg “ liber eindeutiyv perimlisrhr Fumdimen" Math, Ann., lid. 

20 , pag. 1H7 

t Daren Thtwria von H. Dili und mdnon Bcdslihtrn fttiftpdnkkd wird; mdw %, 11. 
4a« mehrbiindiga Work Lia-Kngel, Theorie tier Tmmfnrmititm»nruvprn , 

(Teubner). 

t Man vtirgl. hiemi «|H:ttdid1 ditt r,w«ite dor oben mfciarlen Abhaudlungtm 
PoinoarlPtt; doch ltd damdbHt der Begriff dur oonfciuuirlkdmn Orupjwn wmk f re 
strong gofawit. 
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Berefchnetzen geliefert werden, wahrend man auf dem eben 
zuletzt erwahnten Wege zwar discontinuirliche, aber im allge- 
meinen doch nur erst uneigentlich discontinuirliche Gruppen 
gewinnt. 

Der Anstoss zur Entdeckung neuer eigentlich discontinuirlicher 
Gruppen liber die Modulgruppe hinaus kam von einern nicht 
direct zur Sache gehorigen Gebiete, namlich aus der arithme - 
tischen Theorie der indefiniten ganzzahligen quadratischen Formen ; 
in der That lieferte diese Theorie arithmetisch definierte Gruppen 
von Substitutionen (1), von denen man von vornherein wusste, 
dass sie eigentlich discontinuirlich sein miissen. Aber freilich 
hat auch dieser Ansatz (auf den wir gleich noch ausfiihrlicher zu 
sprechen kommen) nur eine sehr geringe Ergiebigkeit besessen; 
in der That lassen sich auf diesem Wege nur solche Gruppen 
gewinnen, bei denen die naturliche Grenze ein Kreis ist. 

Yon der Literatur der indefiniten quadratischen Formen 
kommen fur uns in erster Linie die Arbeiten von Hermite* und 
Selling*}* in Frage. Insbesondere ist es die eben zuletzt citierte 
Arbeit Sellings, welche in einer merkwiirdig weit durchgebildeten 
Gestalt genau die fur uns in Betracht kommenden Frage- 
stellungen behandelt. Nur ist es natiirlich, dass Selling in seiner 
vielseitigen, auch nach mancher anderen Kichtung hin wichtigen 
Arbeit nicht eben jene Gesichtspunkte voranstellt, welche vom 
Standpunkte der Gruppentheorie der Substitutionen (1) die 
wichtigsten sind. Auch ist es gar nicht wunderbar, dass Selling 
bei der geometrischen Betrachtung der Bereichnetze B 0 , B 1} ... die 
letzteren nicht gerade in der einfachsten Gestalt gewinnt, welche 
uns heute zuganglich ist. Es hat dann aber spaterhin Poincar^J 
einen Teil der Selling’schen Ansatze in moderner Fassung 
bearbeitet und den Connex mit seiner eigenen Theorie der 
automorphen Functionen explicite hergestellt. 


* Man sehe namentlich die Abhandlungenfolge in Bd. 47 von Crelle’s Journal, 
pag. 307 ft. (1853). 

+ Tiber binare und temare quadratische Foimen , Crelle’s Journ., Bd. 77 (1874). 
t Poincar6 ist "wiederholt auf diesen Gegenstand zuruckgekommen und hat 
denselben bereits in seinen ersten Notizen fiber “Fuchs’sche Gruppen” erwahnt; 
man sehe z. B. die Comptes rendus von 1881, Bd. 1, pag. 335, sowie vor allem die 
ausfiihrliche Arbeit “ Le$ fonctions fuchsiennes et Varithmetique Journal de 
Mathdmatiques, 4 te Folge, Bd. 3, pag. 405 (1887). 
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Um den in Kede stehenden Gegenstand ein wenig naher zxx 
behandeln, sei unter: 

fxx = ^n^! a + "w** + a n m/ 4- +... .(2), 

cine indefinite ganzzahligo tenia re Form verstanden, <lie ir- 
reducibol soin soli und also, goomefriseh genommen, einen nieht- 
zerfallenden Kegelsehnitt von reellem Ourvenzuge daratellt. 
Dieser Kegelsehnitt gestattet x a Gollineationen: 

tf'i ~ an A 4- + «ia*T a ..('D. 

in sich, weledre vine eontinuirliehe (Jruppe bilden. Man deni mir 
mm aus diener (fruppe atle (janzzahliijm tiuhstitut'nmen der 
Deter min ante |a,xj 1 a us, so ha ben wir die <jewiinsehte (fruppe. 
'Diem Gruppo ist eigentlicdi diseontinuirlioh, weil sie koine 
infinitesimale Substitutiouen autweist.*. Rs entsprieht ihr eiue 
Eintoilung des Innern des Kegolsohnitts f xx * 0 in Berelehe /4» 
d. h. desjenigen Tidies dor (<oordinatenebene, von dem a us 
keine roollo Tangenton an den Kegelsehnitt. gezogen werden 
konnen. Dio hiormit gewonnone Figur subsumiort sieh freilirh 
noeh nieht direct unter die oben allgemein in Ansatz gebraehten 
Neizo von Bereiehen; doeh brauehen wir nur ein gewisses sehr 
cinf aches Ih*ojoetionsverfnhren"f* in Anwendung zu bringen, urn 
die zulotzt getneinle Gattung von Bereiehen der f-Kbene zu 
gewinnen, Sollen wir anulytisch don Zusammenhung zwisehen 
der Ooordmatenebene dor j\ und der J-Kbene angeben, so wilrde 
dies goschehen dureh die Formed : 

£='’ + i. Juu, . (+)< 

in weleher u — 0 und m - 0 zwei Tangenten des Kogelsohnif ts 
darstellen und r = 0 <lii* Verbindungslime direr BeriihrnugHpunkfe* 
wiihrend identiseh/r,*. — um — v* bestehen muss. Bei dm* Abloif ung 
diener Funnel konnen wir uns nieht aufhalten und hemerken nur 
noeb, dass das Kegelsehnitt innere aufdie posif ive M £-!Ialhnhene 
bezogon ist.» scrfern wir dan Vorzeiehen dor Quadrat wurzel in (4) 
mit dem von u Uberemstimmend wiihlon. 

# Man vorgt. hiorai die v, weit«» tFr pax. ?<> Abhamlltniffm v»m 

Poincare". 

t Kino aunltthrliahn UnhamUung duwm Cii*gtm«fcfuidc?r ffndofc man im Itdtf 1 <lrt 
VorUmmin'tt liber Mmlui/mwtimmt » jmg, *240. 

U l\ (I 






U«iM,llT I'ltlt'Ki:, 




Ivh Hiiiil til* i \*U ii'ii itii’ t n tmu-n Fm mi n gehnturhi warden 
wrii ni** mu iiiiiuift* IFimtrjt /« t Jriijij»# ii ntj» tvr Art hmtuhren- 
liher deft mmSageii (tehianeli .in btmiint. *juui«*inurm n.s.w 

FWftnil ^elleSi ttejfej sinfi'li liitell rung* l .rliir! kutlgetl ailgtd’Ugt 

Warden. Vend* mt ind< H-.H-U tlU-r die fltafniettSteli,. Bereelunmg 
tin* Snivel it ni iMiini \iu t*r » liiiirT l»‘..nu j\ t m berirbten, 

llerittife* rut w teke!f /mv A till* mtftg dleni-H lYuhlrtus einen 

idigriitrUten Alt***!/, l»ej d» 1 Jui * 1 1U1 1 r 1111 ej* iudesHeu eiltn 

gewi*.sr HUH* *♦»*!! pH! f tkttitlfV WYnduUtf etnll'fieli Iimf, Flit dtlB 
Snell\ erimlt lit^ gr» *!He! nneti Ht|h,/.!i*it tiekrlt, nielli' limn neben 
den Ke^elmdinitt j\ t 0 » iitr dumb elite Mlrudiung 

gegrtirlir l trradr d»‘l I *» »«fdmilf * !§**l*rjir I he Attgubr idler gtlU7e 

7,Illllsg«il Snle 4 Iln! mirli ill *, Vfc i*|e|ie KrgrNditn! t and (trrade 

/.Mglettdi ill .H|eh itbrlfitfll eft, ltd aSdann lint Hdfe der geWtihll- 
lieheii I V|lS»d*eu l tlmrhung gelm-nfii t biter dm* br/ttgitehen 
Arheifeit 1 *h\ 1*'y Y kuiuiut in m mm Lime **me hit at), Maude 
Vitli C helle r Jiilllieil J»ag ‘2Hh if ^ ahgrdt nekf e tit l»e! nielli. lit 
iiei’Mellieit Willi Z1H * *ld»ililt Afi‘«ehlme. an Hat mite etn Kan/, 
iillgeiitniirr tpmdrat i/elt.* F> a men \ **u a VetimderlMtett 

in deh 7 M fMinderitiirrein nilttlekeSf, and < aylr\ girh! mHlitun 

hew aider* * AuHiiihntugru tt, a I ti r 14 .1, »el*di let /.fere mv\i anf die 

UlritdmngHfdrin j\j\- „#y -O ttrs,trhru nuw iMidien wird dahei 
keiu Nmdidruek aiif dm Amwuderung gaiu/uliligrr Suhstitttitonen 

Dm* IWlikalnre mi dm ll*imile.nehru l*m<’h!tdutu»g winerur 

Aiifgnbe Iw^trlil dnriii, da** man kem/nr UeHiiuitgruppe 

der ^iiii^»diligrn (dttrrt ^eftilni wild, modern 
illillier Illir Hpm* tb* rytdlMtdir 1 Ail* r.gl itj*|»eli derMelheit ^ewiunt, 
die dureli dit^ Aii^wiild d**r clrrmirn $m rm # ndii«n-t Fnlti* fixiert 
mud. Itn Verglidrk liieiinil eimdnnni mm die n*n Seitiug| 

gegeliette Allfltwllllg tit 4 !* Atl%illi*% \n*i * urgegehrimi Kuril* f tM id In 
gnm»ifiligeii Hnt»l4ltit4i*lieii !*l| m Iw^lliiiineli. flligiidrll prill* 
ripieller* Sidling 1 ?* Methude da/u Itilirl, >ugleieh die 

eimmgelldeil SuliMiitllf iuiirli tier m lirrrrtttieii, Zil 

dieMem Zitde geliingt Sidling dtmdt erne er^eliupfeude llieurit^ der 

• A. O. ffpi!r% Jiitinwh Hti l?» |«if, .mil, 

f Sur In tmmlutmiinm 4l*n»r pm*'ttun <ju*ntri$fb*fnr rn tUt nwmt $mr tt#* %ub»ti« 
% A, », O, (helli-'it Juttfiwil, ini* XX. 
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ternaren Formon uborhaupt, die or 1. e. seiner Behandlung dor 
binaron Forman aureiht. Beider ist es jedenfalls unmdglioh, in 
Kiirze mit hinroiehondor Deutliehkoit die obonso wiolitigen wie 
allgemeinen Gosiehtspunkto dor Selling\schon Fntwiekluug dar- 
zulogon. Nur muss erwilhnt warden, dass die von Soiling 
gebrauehte goomot.riseho Interpretation dor deftnilen Formon 
durch Punkt.git.ter ebon jene Yorstellungsweise ist, die von 
Gauss* eingefuhrt wurde, wilhrend Scalings Zuordntmg mo 
endlich vieler dofinittn* Fonmm zu dor eiuzelnen indefimten genuie 
diejonige Massnahiue ist, dit* zuerst dun’ll Hermite-f- in 
analytisehor Form angesetzt und zu mannigfaehen Zweeken 
vorwendet wurdt*. Dor hi<*r in Frage kotnmondo (Jegenstand 
kann, fUr hi nit re Formon gedaehi, als eine in geometriseher 
Gestalt durohgeftihrte Thenrie tier Pel Vue!ten Uleivhuntj hezriehnet 
warden* Die goomotrmehen Ent wieklungen, welehe zu diosom 
Kudo an dor ebon oitiorten Stelle dor u Vorlosungon iihor 
Modulfunetionen M Verwendung tindon, sind nicht prinoipioll 
vorsehiedon von don Vnrstelltmgsweisen im ersten Teile dor oft or 
genannton Selling’sehen Arboit. Urn so interessanter 1st os, dass 
die Unlersurhungen von Stephen Smi f h§, welehe dor Behand- 
lung dor indefmiten binitren Formeu in don gen. Vorlosungon zu 
Grunde liegen, aus dom gleiolnm Jahre stammen, wie die 
Sollingsehe Arbeit. 

Zu weiieren, fiir dio Theorie dor automorplieii Funetionen 
bedeutungsvollen Ergebnissen gelangt man dadureh, <lass man 
die quaterniiren gnnzzahligen lpiadratisehen Formon in gleieher 
Weises in Ansatz bringt, wie vorhin die ternaren. In dieser 
Hinsieht. sei vorab erwhhnt, class die* Untersuohungen von Sidling 
in das cpmtermire Gebiet hinein dureh < Jharvej! fortgesetzt 

# In don (klttingiHuhen gelehrfceu Anzeigen vmn 11, Jttli IHIU, hoi Otdegenhelt 
dor Anzoigo dor HeeberVolion Untemiehtmgen tUna termini junutivtt Formon; tdehe 
auch Bd. 2 dor gOHammelten Worke, jmg. Ihh j|, 

f AiiHHtir don Hohon oitierten Bteilen aohe man etwa noeh Herm ite'si Ahhnnd 
king u Sur Vintroduvtwn de# variables amtimm dam In (Marie den tuwihmt" 
OroUe't* Journal, lid. 41. 

$ Bielta dm ** Vnrlennnqen fiber Mmlulfunethmen," lid, 1, png, "Mitt ft. 

§ Dio hetrefifende Arbeit ** Sur ten fqmuhm mndutairen " bit 1H?4 gimchrielH'tt, 
worm auch er«t 1H77 in den Atti dolP Aeondemia Houle dot Linoei (lid, if g**dimdU. 

|| !)e la rfdu.etUm de» furme# quadrattquen quaternnirrn punitive#, Ammlen 4e 
I’fooki Normalo, FoIg«t n. lid, 11 (1H82); cf» auch numrtoH rendu,fi 1 hhii 4 png, 7711 , 

If—2 
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wurden. Doch konnen wir hier vor alien Dingen die inhaltreichen 
modernen Untersuchungen von Bianchi tiber Polyedergruppen 
einordnen. Es nehmen freilich diese Untersuchungen erst in 
neuester Zeit die Wendung zu den quaternaren Formen*, wahrend 
Bianchi in den ersten beziiglichen Arbeiten an das directe 
Bildungsgesetz der £-Substitutionen ankniipft f ; doch kann man 
alle diese Gruppen von den quaternaren Formen aus gewinnen. 

Zur naheren Erlauterung des eben genannten Ansatzes 
nehmen wir an, es liege in f xx eine ganzzahlige quatemare 
quadratische Form vor, die, gleich Null gesetzt, unter geeigneter 
Auswahl des Coordinatensystems ein Ellipsoid darstelle. Dem 
oben betrachteten Ubergange vom Kegelschnittinnern zur f- 
Halbebene entspricht alsdann hier der Ubergang vom Innern 
des Ellipsoids zum %-Halbraum , d. h. demjenigen Teile des 
gewohnlichen dreidimensionalen Raumes, der oberhalb der Ebene 
der complexen Veranderlichen f liegt. Der ganzzahligen quater¬ 
naren Substitutionsgruppe der Form f xx in sich entspricht nunmehr 
eine ebenfldchige Polyedereinteilung im Innern der Flache fxx = 0, 
und bei dem schon genannten Ubergange zum f-Halbraume 
gewinmen wir eine der Gruppe entsprechende Einteilung des 
letzteren in Kugelschalenpolyeder von der Art, wie sie Poincarej 
in seiner Theorie der Kleinschen Gruppen zu Grunde legt. Die 
von Bianchi betrachteten Beispiele hierher gehoriger Gruppen 
sind in der That noch nicht in der £-Ebene, wohl aber im Halb- 
raum “ eigentlich ” discontinuirlich. Ubrigens sollen betreffs 
des directen Bildungsgesetzes der in den Bianchi’schen Gruppen 
enthaltenen f-Substitutionen weiter unten. noch einige Bemer- 
kungen angefugt werden. 

Die eben besprochenen Gruppen, die man als “Polyeder¬ 
gruppen” bezeichnet, sind in der Theorie der automorphen 
Functionen einer Veranderlichen £ nicht unmittelbar brauchbar; 
hier kommen ja nur die als “ Polygongruppen ” zu benennenden 
Gruppen der oben besprochenen Art in Frage. Es giebt aber 


* Sui gruppi di sostituzioni lineari , Math. Ann., Bd. 42, pag. 30 (1892). 
f Lineare Substitutionen mit ganzzahligen complexen Coefficienten , zwei Abhand- 
lungen in den Mathemat. Annalen, Bd. 38, pag. 313 nnd Bd. 40, pag. 332 (1890 
nnd 91). 

X Man sehe die zweite unter den oben (pag. 76) genannten Abhandlungen 
Poincare’s. 
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cine sehr interessante Wendung in dor Theorio dor Polyoder- 
gruppen, welche uns Polygongruppon als Untergruppen in 
denselben kennon lehrt. Indom man don obon schon beriihrten 
Gedanken goneralisiort, innerhalb dor Collinoationsgruppo nines 
Kegelschnitts in sich diejenige eyeliseho Untergruppo zu bo- 
trachton, woleho nine vorgegebene Gerade in sich Uberfilhrt, 
werden wir die Aufgabe im quatornaren (iebiet entspreehend ho 
formulioron: Man schneido dio Flache zweiten Grades /, rx = 0 
vermbgo einer durch oino ganzzaldige Gleichung gegebenen 
Ebene; diojonigon quatornaren Substitutionen dor Gruppe, woleho 
dieso Ebene in sich selbst iiberfUhren, lieforn (dm 1 Untergruppo 
vom Typus dor Polygongruppon. Dabei fUhrt die geometrisehe 
Untersuchung dos Sehnittos dor Ebene mit dor Polyederteilung 
direct zur Polygoneintoilung dinner Untergruppo vermbge enter 
Theorie, dio das genaue Analogon dor obon eitierten geometrisehen 
Thoorio dor Poll'sclion Gleichung ist, und die 1 sich den Sollingsehen 
Betraehtungen im ternaren Gobiete an die Seite stellt*. 

Dor hionnit besproehene Ansatz, so win aueh seine naho 
liegende Vorallgemeinerung auf Furmcn mit einer noeh grdsseren 
Y r ariabolenzahl, fUhrt indessen zu koinon notion Resultaten; man 
wird vielmehr humor winder zu jetton Polygongruppon zuriiek- 
gefiihrt, welche aueh schon durch dio Selling’soho Theorie goliofert 
warden. 

Nebonhor soi aueh noeh auf die folgonde Mbglichkeit 
hingewiosen, don an dio ternaren Formen ankntipfendon gruppen- 
thooretisehen Ansatz zu verallgomeinorn. In dor (-nrventheorie 
gilt ein Kogelselmitt als Nonnalcwnm den (Umdd.echtvx p -0 in dm* 
Ebene , d. i. im Raume lt A von zwt k i Dimensionen. Eh reiht sich 
im als Normaleurve p = () die Raumeurve driUer Ordnuug 0 9 
an, allgomein aber im Ji n dio Curve 0 m die nieht schon in einem 
linoaron Raume H n „ x goleg( k n ist. Die “ gunzzahligen ” Kegel- 
schnitto werden wir in solcht k rationales ('urvon O n verallgomeinorn, 
welche durch (jauzzahluje Uleiehungen darstt k llbar Hind. Eh ist 
mm schon vor langoror Zeifc von F. Klein das Problem gostellt, 
gerad(i so win last dor (l A aueh bei dor 0 n die Gruppe dor 
ganzzahligen Ramneollineationen dos It n autzustellen, welche die 

* Man schtt dan Nahere in dor vorhm gcnamitim Arbidfc von Bianohi m Ud, 88 
der M&tham. AnnaUsn, pag. SSI ff. 
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(* n in sirh divrtuhtvn. Sir \\rnim riiir rigrntlirh disrmthmir- 

lic'hr l Aitrrgrn|*pr iii dm <n'Humtxmpj»r dm r 1 (’tiilturationni 
drr ( * n in >u'h btldm mtd umdru in^l**^* aid« fur dm •* FnmmrttT n 
J drr ratimulm i riur 1N4\guiigmppr /.ur Folgr Imbm. Eh ist 
knum /ttrifrlhaft, dasn dirsrr AtimU uhm dm Bmrirh tlrr 
Selling srhrii t Iruppm himumftihrf , indrNsm St dir niilmrr 
Untrrhtudtung imrh uirlit uusgrfuhrt. 

Eh St mmrnrhr Bmtrltf m mmittm tlbm rim* Krihr van 
Arbritm, tlrrm grmmtuHjuitrr Sltarukfm didtttt ti»niiulirrf wrrdrn 
kilim, dttsn sir I'nii vifiem dirnirn Hddnmjmrmi : ttrdhmrtisrhrr Art 
fitr dir f « SithstAuti**Hsrutjfieirntrn a, pi, y, }i tiustjui*tru, Dm hirr 
am mirhsttit lirgrhdr i irdtutkr uflnlr drr hi* in, dim* limn nnrh drr 
br/rtrittiH rit Kirinuiuj liiii dm tmtmrm Urn|»j»«ij Sailings und 
EoinairrS in ihivr t, b-Mjilt uK *ruj>j** u in Hmrmdit /irhf, Dmdt 
Hri rH grMattrt, \*»mh ilbn and* ir Kritim vmt I bitrrsu- 

rhungrii m hmaditm, w* l* h** lumhrr grhmm, ZiiHitiiiinmliiHHmtl 
lliiigr V«»rh**r lirrh lirtrlll Wrldrfi, d.t*s i|t|rfl dir Wrifrrliili 7»Ur 
Krsprrrhtmg kmiiiPiitlrn <*tuj»pm, ^ntrsf m* Prlvgmgrnjijirn 
Hind, stats lilir iviadar lilirfi K r* is uS lint llrliidir i Jnit/r ihrrs 
ik*l % vgmiirt/rH darbirim In drr That bill Mrh dir Autgnha, siurli 

Ikdvgmgrnppm mil uirlit ittmh turban < bviuaunan urit burnt inch 

zugituglirh /.it iiiiirlim, hShn in»rli Mat* itb* /it ^rhwimtg mwirnm, 

Hirr St mu* aiwthrh drt < b ?, ub* r dm gntpjjimtfl»****r**tSrhrn 
Arbritrn Viill X, Stall ff* /t| I»m trbtrii, I brsalhau kt itutuait 

iniit*iiji Trilr ntirli niif tiiajauigru Uiti|ijirn /uitb'k* walaha van 
Sidling mid l**»iurnrd uutgastailt dttd Iutia»»au gaht Stmitr in 
tlrr rrnirn tlrr gmmmfru Arbmirn htaiuhar luniiiiH, iiiftmi «*r 
tdut* iillgriuidiit* t liiHHi* mgi’iiflirli iliwHiitjiuiirlirlirr Iirtijijirn 
imthnirtiHrli siltf Hilir grttif^rr Xntltlk«»rj***t + Indirrm (tnnlrH 
didinirrk Kh ih| jn rin Prtnrip, \t*d*dirH him gltdrb nuS 

(iriingt, ditH« mini ili«* Subntit nt laii^risrtbrimfm mit tjnnzrn 
uUjdmimrhmt Xuhtrn idiir^ id*mtitin**rt SimttT 

bemii/t mm dmjmigm h*»U rn Karjwr iI»*.h t #rrnlm \$p 1 1 , drr 

in tb*r KrrStriiung lb im/aldgmdr p anffritt, Dir Far- 

* fcVttr ftfitittfg gnaup r# i«„ .Hsir 4*» iumftmm* «l** /wiirlniiw 

liiirr«» Hut In <!#*» (mmt* pmittnmrit*., $u 4 rfi J itJii 

IH|lt Will iKI t!»r ill’ ttt fiM'iill/ ilrtfi i|r 

f w&mm «irr hi*»r immimm T»n^lir tmn fm u-klrt^hulphtml 

Vurkxnnffrn Uhrr /ttMrnfhe*rntr t Hu|»i*lrm«wl *t, 
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derung, dass die- SubstitutioiLsdotenninnnte 1 soi, ist flir die 
oigentliehc Discontumitiit noch nieht ausroiohond; os gilt viel- 
mehr, none Rinsehrankungon zu troffon, und dor vou Stouff 
ausgefuhrte (Jodanke ist dor folgondo: Sind r und e' zwoi 
bestinmito primitive* p Ws Kinhoitswurzoln, und soi (dm* J- 
Substitution dor godaehten Art, die box Krsatz von € duroh e in 
$v iibergoht; t*s soil alsdann, untor 7* oino tost dofiniorto 
Substitution vorstandon, die* Reflation : 

T"% T NV 

bostehon. Dans alio, dim* Reflation bofriedigondon, Substitutionon 
eint* Gruppo bildon, ist ovidont; StouiV zoigt, daws cliosolbo 
oigontlieh diseontimurlieh ist, und botraehtot nine Roiho von 
Boispiolon, oIhh* indos die* goomotrisoho Soi to dos ( Jogonstandos 
hinroiehond zu vc*rfolgt*n. 

Dos fornerun miisson wir hi(*r noclanals auf dio solum 
genannton Arboitt‘n von Bianehi zuriiekkommon. Soin ur- 
sprilngliohor Ansatz liisst sioh j(*tzt kurz dnliin oliaraktoraiorou, 
dass or dit k SubstRutionsvooftioionton a, 7 , 8 mit gnnzon 
eomploxon Zahlon dt k r (Jostalt (a ■i-ib) id(*ntifioit‘rt und Ubrigons 
dio Dutenninanto a8 — — l vorlangt*. Dor so ontspringondun 

Gruppo ontspraoh dann oino Kintoihmg <1 (*h 1 ialbraums in 

Kug(*lsohali*np( k ntaod( k r von loieht angobbaror Uostalt, und man 
konntt* dio ganzo Kintoilung aus oinom t*rstt‘n IVntnodor naeh 
d( k m Prinoip dt*r Symmetric* entstanden denken’f. Bianehi hat 
dann w<*itor statt des quadratisehon Zahlkbrpers von dor Basin 
[1, 7 ] atieh die* Ubrigen imaginaren quadratisohen Korpor in 
entspreehender W(*ist* zur Gruppt k nbildung herangezogon, Stein 
sind dioso Gruppou im f-Halbraum oigontlieh diseontimurlieh, 
und Bianohi betmehiei in mannigfachon Boispiolon die* foriigo 
Gestalt dor zugehi trigen Polyoderfceihmgen, 

Wir kotnmen nun auf dio solum obon angodoutoto Aufgabe 
zurtlek, die tornaren Gruppon von Sidling und Poineare in dio 
Gostalt von f-Umppen umzusetzen. Ks ist dies filr dio boHond(*r.s 
einfaehe (lestult ® — ay 1 ~ ay 1 dor terwiren Form vom Vor- 

* Man Miih«t atwtfor «hm ttahon ohon gentium ton Aimattmarlmton Bianohi*n 
boziigliehit Notmi hi Atti thlV Aecsfulomiit doi Ltnm, Kimml diet vom *20. 
April 1H00, “Sui gruppi di amtituzioni linear i a me fir lent i inter i mmplemi." 

t Huhon friihor wurtfcn m tlUmttr Uawm*intoilmtg von amloror Hoi to gidiihrt 
Htirwitss (in Bd, U d«r Aota math.) und Picmrtl (sioho dimw*n Notiz in Hd. hh dvr 
Math. Anniilen). 









K8 


UOIIRHT FUK*KK. 


tksM'f di N vurlii‘giiiti«'it Autknf/*♦** dttn*ligafuhr!, A Is bt*uu*rkt*nx- 

wvrlvr Tvjm* um £ SnWltitiftanni nr gab stab hit-rind: 


n 4 if X ^ 4 a I */\ y 

;! s f 1 



wubai it, h k t\ «/ nilmttaSr gamm Zahlru hrd»*nf»*u and din 

Di’tiTlIlIIUlIif^ flrl* SiiliHfiftilifiii gtrli'h 1 M*’lit UUWs I )rr Ynrtoil 
diaM*H lii'Hiiltnt h war dnrtit brgiund**f, dav* da 4 gmpjirfdtildandn 
Eigriisalififf d»*r atii»$iHi’sirflii-i«iiirii nniiiiffidbiir * 4 \idant 

wiir; and tali India diasrrhuih d«ii T\jms i a \ um £ Sah.st it ut nnmx 
in rinigrft \s rtitbih-nmahnngatrf* mm Au’igangsjmnkt gn- 
mnaht, 

I )rf S*dllil|fs»dir Atari!/, lirfnir n»4alirrg**‘4nlf J Suing if at iaUnn, 

Wall’ll** mil Iltlla ijmifiriitisrhfr l mitgnhauf Wiiivtt; 
and rs nilsjiniiig unit dir Fmga, h a* in.in dir Itn-rnnt g»</*»gt*ut‘U 
<*ivi»/rn llbrrHidirrifni Sa<iiiir 1 >abrt algal* dn- I itfarsttnlmng 
d**r m dan $ FiiiniiMiirii 

, t ,» ! 1 . 

gahurandm (Srajijw ii dir !(n*hfang mi, «rli-h»* duim *j«it ar mr 

Aufutnlluilg ailirH /,t*'iu\u'h iiUgrliintirii i*iilii*i|»‘f lulu ti% mi! Hilfn 
vnll Zlddknrjirril id*** I truth'** rtgrfitbrlt 1111111 llrllr £ I *ni}t|lnfl 

ItlliVaihlttlril *, All Stalls* nllgriiiriiirl" ,\uguh« n f»4 «•»* % adlaiaht 

XWtrktltlMtHg, dtltvlf Mllfalltliill ni|r^ tir-'mlidriril llrlMjiirln dntl 

(Jhtimktnr d«*r hmr m Ifrimalii kt*tmurti*U-n <dti|»j*rn dnnmfhun. 
Dtirrli tin* ftlgidinmattr Ulan-hung 

/ i/ 4/ :i/ * M| • I O . 

wifft idii tvtdlrr Znhlauht*r|«T Itinlf«-ii <ituda>i daiiiin-rt, *l**r tit dnr 
Kmistnilllllg alflrft C «rit<h‘« unfits?!, Hint d*4 flbttgafis «mii sngr- 
iiiiiiiilnr N*»iiiiiilki»rjiar t«ln I mhuHVhri Kmjiar n%t, t#auy,«* 

* Vbrf fin 0 hetnnAff * 'Lun/ 4 m • nfrr.M" h hfi #«i '*} rsrlh't tsWitf/r Suhifi* 

iuiimm * M»lia h%mw\m t 114 ;t*n 

t Ohrr #t%e f*tntumliff<* hm I 4 /.ti'rlla Al4*»liti 

tusigi Mifcili, At*iial«in lid, &*** Ifil * I sal i, \| t v r '.l‘ a**»f umt 
qm$4m§hfkf b'i*rm*n t M»llr Ann » In I ;IU, tV4 

| ArilhmtUwh* Ihtmit * Ur l ?'J» ;l 4 * i mut 1 * 4 , I, ij, Mitli, 

Anilftliftl, IltL 41 fiMtfii* / r uf i#f tipffulKr ? tin: fata w«4 .* f pitp) »kr *i ufatfwrphen 
Huh, Ammlsan H I m , 
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Zalilcn dieses Kdrpers bezoiehnen wir allgemcin dureh A, B, O, J), 
und wir verstehen weiterhin im speeiellen unter j die grbssfco 
positive Wurzel von (d). Dann bilde man alle Subatitutionen: 


2 = + 2 
- 0+ iWj - l r A- INj- 1 
2 2 


.(7X 


dcr Determinante I, bei denen die ganzen algebraisohen Zahlen 
A y B t 0, J) den bidden Oongruenzen geniigen: 


(mod. 2) ... (8). 


A ~f- It + (J 4 4-/* 4- l) D 0 

(; + i) + (/+/+i 2 +1) /<s0; 

Alle diese Substitutionen bildon cine Uruppe, und dabei ini m 
die Wirkungsweise der (-ongruenzen (8), duns nich dor bei der 
Combination zweier Kubstitutionen zuniiehHt einstellende Nenner 
4 auf 2 zuriiekhebt.—Die vorliegende (Jruppe lunst »ioh fune- 
tionentheoretiseh als diejenige dm- Function, 


.••<»>. 

definierem Man kann demnaeh, wenn oh Interesse hat, dan 
ansgesproehene Resultat auch in die folgende Cental t kleiden: 
Die linoare homogene Differentialgleiehung zweiter Ordmmg: 


<&!/ . <iy 1 , V 

dz m z 4c-(c-l) u ’ 



■ !1 4- ' 1 
,:{(> 121/ 


121 


= 0 ...( 10 ), 


habe y x und y. A aln FundamentaLsystem von Integralen, und 
man setzo %(z) gleieh dem (Jjuotienten von i/ } und ;(/ a . Hat man 
diese Integrale zwoekmassig ausgewahlt., so wird %(z) (due un- 
endlich vieldeutige analytisehe Function von z, <h‘ren Hilmtiiehe 
Zweige £' (z) sieh in einem AuHgnngszweige %(z) go rude in der 
Costal t (7) darstellen. 

Die lusher genannten Arbeiten waron von der gemeinsamen 
Tendenz beherrscht, mit nrithmetischen Hilfsinitteln in der 
Theorie der automorphen Funetionen Boden zu gewinnen. Znm 
Schluss sollen wonigstens noeh kurz einige llntersnehungon 
namhaft gemaeht werden, welehe dan Umgekehrto zum Ziele 
haben, namlioh die gennudriHeh-gruppenthooreUsehen Prineipien 
der Theorie der automorphen Funetionen auf liberkommene 
Entwicklungen und Fragestellungen der Zahlentheorie in An- 
wendung zu bringem Diene letzteron botreffen die urithmeMmdu ? 







90 


ROBERT FRIO&R. 


Theorie der hindren quad rat ixchen For men, welo.hu ja soli on oben 
wiederholt benihrfc wurde. 

Die Anwendung der Modulgruppe auf die Theorie der ge- 
wohnliohen ganzzahligen biiuiren c|undratisehen Formen wurde 
dem elementaren Toilo naeh dureh Dedekind* und Stephen 
Smithy geleistet, und zvvar kommen bei ersterem die definitely 
bei letzterem die indefiniten Formen zur Del lung, Uber bidden 
ist im erstmi Bande der Vorlesungen fiber Modulfunetionen pag. 
243 ft'. beriehtet. Fine Eeihe liefer gehender Unfersuehungety 
welehe insbesondere dan Problem der ClaHsenanmhlbestimmung 
bei gegebener Determinante hetreft'en, warden mil den geo- 
meiriseh-gruppentheort^tisehen Hilfsmitteln der Modulfnnetiouen 
zmn craten Male im zweiten Bande dm* genannten Vorlenungen 
durehgeflihrt}. Eh stehen diene Entwirklungen in engnler 
Beziehung zur Transformation hbhmvr Ordnung der elliplinehen 
Functionen, und sie fmden, sowedl die definiten Formen in Frage 
kommen, ihr nnalytinches Uegenbild und ihre weitere AusfUhrung 
in der bekaunfen Theorie der sin quidren Mod at n und der (*titxum- 
mhlrdatdonen » fiber wrlehe bier indessen uieht writer berii*htet 
warden kann§. 

Dieses bei der Modulgruppe angetmtlene Saekverhalinin 
iibertnigt wioh mm in alien wesentliehen Bunkten iiberhaupt auf 
jede eigentlieh diseontimurliehe Polygongrttppe. For jede xolche, 
Oruppe kdnnen wir vine arithmetixehe Theorie pea* laser zutjehdriqer 
bindrer quadratischer Former a ufxtedeu, wobei sieh dir Probleine 
der Aequivalenz, der Reduet ion, dm* C dassenanzahlen ret, grrade 
in demelben Weme erlmligen lansen, wit* im Fa,Hr der Modul¬ 
gruppe und der gewohnliehen ganzzahligrn quadratisehen Fur- 
men||. Die zu Finer Uruppe gehbrenden Formen wird man ubrr 
auH deren Substitutioneu einfaeh in tier (tent alt : 

7a 4 4- (S - a) sy - (if ....(ll)> 

gewinnen kbnnen. Doeh muss dm* Vollstandigkeit halber 

* Man sethe dim Brief Rechtkind*H an Borehault uber die Theotto der eUip’ 
tischen Modulfunetionen in BtL 80 von EreiteV Journal flM7?|. 

t In der oben (pag, 88) genanntim A riant ***\’«r U'» thtmaimm motitthtorti, “ 
t Man sib© z. B, pag, 101 ff. pag. 170 ff, ««*wte nanientlieh pag. iHlt. 

§ Die Literafcur dinner (legen«tantb% welabe nieh in ©rater l.inie aim Arbelten von 
Kronecker, (Hornier und llurwifcy, /.uwunmenKetzt, Ondei man den imheron im 
zweiten Bande der Modulfunetionen naobgowienen. 

If Fflr die ‘‘Sollmg’achfm’* Grupptm iet die# dumb don Verfanner in Ud, Bit der 
Annalen pag. 78 ff. zuma&heren Ihirehflllmmg gebraebt, 
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gesagt werden, dans der Ansatz (11) nach Soite der definiten 
Formen noch zu eng ist; es ist im Einzelfall in den* Kegel nieht 
schwer, die in (ll) vorliegende specif isehe Bauart der (\x*f!i~ 
cienten in rich tiger Allgemeinheit aufzufassen*. Zu besonders 
khiren Verhaltnissen wird man bei den oben besproehenen 
Gruppen mil. ganzen algebraischen OoefKeienten gefUhrt. 

An eh <lic^ Polyedergruppen sind einer analogen Anwendung 
auf die. Zahlentheorie fiihig; es kommt hier die arithmet isehe 
Theorie der zuerst von Hormito*f* betrachteten quadratisehen 
Formen, 

aaw + bwy + bwy + cyy . (12), 

in Betrae.hfc, wobei a und c reell, b und 6, x und w, y und y aber 
conjugiert complex Hein sullen. Ms scion bt v i dieser Uelegenheit 
auch noch die mannigfaehen Arboit.cn Pieard\s:j; iiber derartige 
Formen mil conjugiert eomplexen t •ooflicionlen bez. Variabelen 
erivahnt. Ms ist besonders interessant, dans Picard bei der 
Behandlung der biniiren Formen (12) genau mil den Selling sehen 
Gesiehtspunkten arbeitet, und dans er daher von dinner Seite aus 
bei den indefmiten Formen zu (Iruppen gelnngt, wclcho nichls 
anderes als besondere Beispiele der oben ausftihrlich betrachteten 
Selling sehen Oruppen sind. Zu grosser Eleganz konnfe dann 
spilterhin Bianehi diese Theorie der Hermitesehen Formen 
dadurch ausbilden, dans er nio auf die oben (pag. B7) besproehene 
Pentaederteilung den f-Haibraums bnsiorto§. Die einzelne in¬ 
definite Form (12) wurde dabei genmetriseh (lurch eine die 
f-Ebono orthogonal trefTendo Ilalbkug(‘l reprasentiert, und der 
Sehnitt dieser Halbkugel mil der Polyederteilung ergab direct, 
wic wir sugen kbnnen, die* 44 Pell'sche Theorie ,l <h*r einzelnen Form 
(12). Entspreehende Betraehfungen filr andere Polyedergruppen 
hat Bianchi in ndiiHi spiiteren Arbeiten durchgefUhrt. 

UoTTINOKN, dt 7/ 20, Jtlii l HUB. 

# UbrigeiiH hat (licKCii W«*g t dies Throne dor gewbhnlk-heu gair/.zahligHt quailta- 

tinehon Forman auf Formea mit irratiomilon oiler nomplexeu Corlllrientrn iuihzu 
dohmm, wohl z tiers t Birichiel heimhritten ; nieho rietoten Abhautlhmg “ Hec here hat 
mr IfM forme® quadratiquex it coefficient® ct it indtUermitWe* eamplexmd* CreUc’rt 
Journal, Bel. ‘24, 

t Bioha die* Hahon oben gimannfceti Arbeiten in Bd. 47 tle» Crelle 4 «ehen Journal*. 

X Biehe B. (Bo Compton ronduH Bd. 1HI, pag. 15(17 und 177l», und Bd. H7, 
pag. 745 und B45. 

§ Bii?bo Bd, BB dor Mathom. Annalon, pag. B2P fl. 








SOME SALIENT POINTS IN THE HISTORY OF 
NON - EUCLIDEAN AND IIYPER-SPACES. 


J'.V 

UKmHUK HU! PK iI\LsTKP APSTtN, 

In 171W. jtt'4 rctttnn *ig*» tlii'i \*-j \ \ ntr, lit*-r** \\ u.s horn iu 

IlltHHlil nil** Hirst tn Ink** tHttk W it h ! }|r frll InlviuuHt HiIImIh of 

nil Itftto, Tim ttrt*» *4 JilII*' tmir 1 #rltrfLkV 4 L ill^rjilimblj 
rniiiirtinl v\ifh nil iitLiinrr- .*»* |iiiitkiiiirii?*il nn miunity to rhitngn 
tilt* mvo jilnl miMVJit !» *Ii *$f f hr mm 

Hi* ikiti»ii mi nivlnlrr?. t|ir4 m 17**7, Loung hr* with anil two 

Voting -***11* lit Ml'iljf sip'll I irm!i||"i ill!*'* L 4 »itf rllrfl^k \ *s lunthlT, 

S4i«t|| liflrr h»T tlii*4t|llpr^ ilr.il h, J ‘«i | Ini #|l K?l.*»un, wltHV hIu* 
f4|lrri*ri|ri| US grfftftg ti* I* I*m\‘ f O'ifUtUni UM thr Jii|]*tL 114 tho 

gyniiiii^iiiiii, Tim iiHMiHinm rmu wm* ih«*u four )ntfx 

III Frllllllin, |NH7, DihatrhrfNki Jit* riifrmjrr ovtimi- 

liiitiiiii Hint \\ ii.H ipiiiiiflnt |m I lif- t ‘imrhifj iiH it Iii*** ^lintruf, 

Knott I lit* 4 tlt»)K’t’to| iiISr^if-4 III* J»i« nnilMiir* nbu\r ItH frllnWH 

in nil (hr *ri«*ntv* I Lit hm on*! mod rmj»t IW on lorn 

t»fl«ii ttrow <l«i\vu ti*i* him fto- iir«pl**ii.Htur **f il»r iul*i-n in thr 

Pmvrmfy, 

Hr uiim it lutiii in thought, not In hr ovi-mw nit by 

IIII till irity, in flirt L*4?)ltr}irtl%i^ wv* fbsmllrfirtl mills r\rtll«iftli 
ironi iti** t *im«*rMtv, ant! if m m *»$$!% fhr j*rot»*rtn»u of llir FmtrHKor 
of Miiflitiniilirf4 whirl* tiirtltlrtl Mm in v$miplrir In* tmtirw Toward 

t\m iiiii.il Lt*hiilrfirli«l%y hlit*w* tl iliiMfigli*#ni hf«* h-rhug* of tin* 
higliw4 ri4triin nod grattindr 

III iHtii Dihiilrlirlfuk} tu*» IlHrhrh*t\ tlrgtvr, unit shortly 

liftrr WHH iptiiiillni to tlir grndr of lirmliiitr. Thr lin-ntmti*# 
worn itiiii (hr juigtHtaut# of thr 

1 hiring tfm mvktwm ur nlinrurr »»f ftp* jtr*»f**^»tiirriftl 
on tint vtmmvn, Ttn^y nL«* t!m jirt4r%m»r*i in thr innifrr of 

till! jirnrliriii vtmmrn, mill r%j4nilir«tt f*» tlir Mtu<h*uU» 

ilittumltifH in#*! with in tin* }*ri4« 4 H«tc^* trtimvH, 

lint thrir highlit <tuty wm4 in jinlhri th**itiw4v«*» in thrir 
nhoHim HfimrrH, 
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The relation of a licentiate to his professor was a very intimate 
one. In 1814 Lobateheffsky himself became professor. At 
present the world has no account, of his mental development in 
elaborating his extraordinary discovery up to the reading in 1826 
of a discourse in which it appears already complete. In 1829 he 
published in the * Kasan Messenger’ a paper in Russian, entitled 
“On the Principles of (leometry,” and this was the first printed 
exposition of the new doctrine now recognized as the most impor¬ 
tant and fundamental development of mathematics in our century. 

Though this first publication attracted at the time no attention 
whatever, yet the author had the perception given to genius of 
the importance of its own work, and beginning with 1885 he 
published in Russian an extended treatise under the title u New 
Principles of Geometry with the Theory of Parallels.” This is his 
great work. It is preceded by a careful critique of the so-called 
demonstrations of the Postulatum of Kuclid and is wholly syn¬ 
thetic. 

Transcendently important and interesting as is this great 
treatise, no part of it has ever yet appeared in any language but 
Russian. If is therefore wholly inaccessible to the rest of Europe 
and America. 1 may mention that I intend soon to issue an 
English translation of this groat monument of genius, encouraged 
to complete the undertaking by the exceptional success of my 
translation of his later and smaller work, “ (Seometrieal Researches 
on the Theory of Parallels,” which translation has passed through 
four editions and been reprinted in Japan at the Imperial Uni¬ 
versity of Tokio. 

Lobateheffsky had now fairly presented his results to his 
countrymen, hut the only notice tiny gave was to ridicule him. 
Among these ironical contemporary authorities Ostrogrudsky is 
particularly mentioned. Without blaming his countrymen, with* 
out the slightest bitterness, our hem fumed his hopes and 
endeavours toward a foreign audience. 

In 1887 he published a paper in French in (Indira Journal, 
and in 1840 a little book in Herman in Berlin. Finally he became 
blind, but lost none of his unconquerable hope and heroism. 

Though blind, he dictated a completely new exposition of his 
whole system and published it in lHan in French and in Russian 
under the title * Pangeometrywhich title Felix Klein now 







liKOUtiK tifllVK It \t,STKt*. 


iveniuuirmU lis th»* biM and immf t«ir tin* \\huh* wido 

Mlbjri'l. 

Bn! all rtT»»iiH t»* mlu'hi **n tin* world sri-umd vain. Lubafc- 
fht'tTsk) filial in Ft In uni) without }iu\ ini' | »r* h liu-tnl the 

IfiHt \isjhir r**MtIt »*u fin* world of iti*4i;»!if b\ Iih «*\lnit nulinary 
ai‘hnniiii»nilH nut! 1 i!«*!mii^ n» main thorn known. Tin* 

Hn^iau lalitor* tit' t ho 1*10,4! **» ill t*oi hn* work** t by thu 
Cjii\«-rhity Kawm \sst\ va\ 

*• K*»r tin* i'tniit*m|^*raii*- 4 * *4' J,uhatrhutl^k) fun thoory wan 
innnnjiit“li*innblt* and ajij^ai**»! to pMtji nnliot an axiom, of which 
tln< inr\if:il*itily in iiii!»-i”ii Hill) found* »| mu a |*ryfintin\ but un a 
pfrfttdtt’o rnmurtafod 1*} thousand** 1 4 \ oar*. I In* hurt* <»f tho 
mmvi*Mi«»u of thr uiv*^>uf\ of I lint uuoiu s»» j^ivnt that (JauHH 
hittHfil* rx|»r*^ttal Iuh in tip mow* st| only in 

a piivntr ponvHjiondom'o 

(intis* «*\j»ro*.sod hum***!! a* tbium ; ?o pubhM* anythini* on thin 
suhjort lu*i*iim»* In* droad**d "llii’ *4 tin* tun»!tarn I think 

llttf4 a hinting jvjiroarh to < Fmohataoior a* a man and a 
wmntist, am! fiitofftr-i link in fIn* rhaiu *4 * \ idonoo that i ihuss'h 
hlnm mi thin Huitj. »n wi*?v n«»i fiiipall\ hn* itwii hut wort* 
dm* to Inn ut*i irirtid ni hi* 4n4*ui |*» imd. tlm Hungarian, 
Wolfgang Bolyai. 

lint n word of nvj»MHif i**ii |trl»»rr taking iiji fin* BoBatV 

WhnlnVnr rlrfiirlitat) oju«*tr\ It Win \i»u» forftttm to study, 
hi* uajtutvd it whm only a or 1 »*,*♦.*> ovirt r<-jtrodurl mn ot that 

ititjmrMtfihto mod**!, iilrmph in dim anfnjmH a nhmm\ rogardod m 
ntwiilniuly jtrrfrrl, valid wit hmtt ir?n riot mu, I In* imiinirtnl Kh 4 !in*nfH 
nf Kami til 

And thin vnr\ ann-jilatn’** *4 ttn* miallihl*’ umM^Htty *4 KanditlH 
Hyntum may ii**i*mi mt thr tin* form in whn*lt n|»}irur***i tin* \ml 
jtrrt’urHur «»f mir imn ^y^fnii^, 

A iS'urr/irri, mint *|irtl <li-ti4'«’r IT.llt, jnihliHlinl in thn 

ytuvr uf It in thiiih nt Milan n Wih mitirh rnnlamH nn r^tmnlnl and 
Hyntnumtir ^tatiuuniit m! imiih in I#»4iiitidu*!l^kFp ituit- 

Kttrlt«li*nn gi*«itinf.,ry with ilndt ^iiiilirtn* jm«*t in jittiv grmitrtrir 
»tykn 

SiiccdliTI a law*k lirnrn tin* l»«ji i»f llir t*r*t\ inrinl ut fill* 

CaimjMiity nf ilnliai Angiint lti # 1 7 X 1 . and ilint <>f tltn 

Iinjuimtardii n«*ral nnd Hiumti* *»t Milan, duly tl t 
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We quote a few of its propositions. 

1. In a quadrilateral A BCD, right-angled at A and at B and 
with opposite sides A 0 y BD equal, the angles at C and I) are 
equal. 

We have then three distinct geometries, according as wo take 
the hypothesis that the angle (• is right, is obtuse, is acute. 

If two straights having crossed never recur, then these geo¬ 
metries are reduced to two, the right Euclid’s, and the acute, now 
called LobafcehetVsky s. 

VIII. -XVI. According as the sum of the three angles of a 
triangle is equal to, greater than, or loss than a straight angle, we 
have the hypothesis of the right, obtuse, or acute. 

XVII. In the hypothesis of the acute angle, we can lind a per¬ 
pendicular and an oblique to the same straight which never meet. 

[Two procedures given. ] 

Methods for testing which geometry rules the space of our 
experience, 

L Try if in our original quadrilateral any third perpendicular 
equals the two equal sides. 

2. Try if the angle inscribed in a semicircle is right. 

t]. Try to inscribe in a semi-circumference a half-hexagon 
with sides equal to the radius. 

A historical discussion is given particularly of Proelus, Borelli, 
Nassareddin and Wallis. 

Wallis to prove Euclid’s parallel postulate would not have 
needed two unequal similar figures. Two unequal triangles of 
the same angle-sum would suflice. 

This work was noticed in the Aria Enulitarum, \7lUL 

It is marked with an asterisk in the Bibtnthmm Mathtmatica 
of Murium! ami spoken of on p. 4I£ of Vol. tv. 

It Inis lately been discovered that Lambert developed and 
wrote* upon the mm-Euclidean Ueometry. 

Philip Kelland in I84(5 began to give exercises to his classes 
which were virtually propositions in the* non-Euclidean geometry* 
and continued to teach it for more than 17 years. 

Without any knowledge of his many predecessors, Young of 
Canada rediscovered and published the non-Euclidean geometry 
in 18()0. Thus we set* it arise in Italy, Russia, Hungary, Ucrmmiy, 
Scotland, Canada. All paths lead to it 




DIE NKUEREN FOKTSCHKITTE IN DER 

THEORIE DER LINKARKN DIFFERENTIAL.. 

GLK1CHUNGKN. 


\it\ 

U HKKFTEH is «MESSRS 

Dili m»xt**nir Thruri** «!# i fmriuvu IhtlDvnimigFiHinngm vt*r- 
tltinkf ihivji t Anjirtiifg 4* it 1 m-j Ahhnhtllusnn*n \*m Fuchs 
im till iimt It's Paint \*»u ( \AU-h Tanml. I h»* tunuaF KEgnuz 
ihivr KiiUmMungru nn*I K*^nlf aU- nn4 Tta il.nlnivh nnunglichtc 

ftrthiv Kififlrmg«"ii in Nairn »Fr ihitHi ^Ph*. IHtlrivitfial- 
glrirhungHi tli'finiiit* u Fnnr? iMiirsi I *ruu«l hihirtt, tier 

/.itltlfvplt** Matlii'iiiaf iD’i alFr LiitiFt /tar *-ifi tg«*ji Arbeit 

till tier wi'ilrrmi Aits tin*! F**tfbilAmrg n- \rmulasst 

hut, Dir ■■‘ill h! Lif*'f"riiiii t*if tatt«* ♦ b i ai I ig tttjifaiigivirht* 

Uli<l fiifaatiigialtfgr, itn.v*, w»*~!tts ♦ hn*i a»t*'h ftltr *lrft Altteil 
DrutHi'ldnitiis jiii *li** v rr Afb**lt lit *Pn Pf/fMi Jalitvn zu ski/zirrru 

gilt, ilni4 liilgi-ntlt’ U» Pm* I** i t|*-i \ ir|*»‘iPit Kur/,r wrtFr in 

HtttNrltf iFr Anf/mhhmg u\h-t in Flag** Luitniiriitlrn HiHtf tuigen 
unit itttvr Wtltvter, u*M-h #m**!i in *t«*i I > imriikt’‘UMi*TUug tPr 

«4tr/,**ittiii tF44iiiir tin*I *lal«'i » n nuf w* 

trliitjiFtitfr V*tl|.f4iiiiif|ig|.rii Aiisjirunh n!ir|t*'ii Juinn mill mill Eh 
H rll vFtffirlir rini* grill tMtgP I *l»»*tsjrht tin* IPileivn 

llrHtrntwiigrti mif tPbtfir *1* j hiiratvu IhllV-rriifinlgtni- 

Dtttttgett Witii 7#lrl H.i‘Ln$ 

ZnitJtrli itiiffrti %\k mn iLiln-i mil *lir Krg«*hws.‘«' tl*-r nlFr- 

letztHi *Inhm h* n t «1,4 tin Jtihi * t syt \ i«*lr fur 4t«* 

iRr littmmn l>i<r**ri*ittmlgl»‘!i'li**ugf*n gnunll»>.'»*ii«lr At4fau«Jttmgei* 

niAwt mlilrt*trln»ii inti” S|ir,naifitllr gt-rtHit**!*-?! 1 AiirmtHttmgvtf in 

cRtti Lnlirtitirli v*m Tli, A u* d i **»* IsiP-ttr ilith niifinl 

4!i|ititli«*tnN V*il, 1,; Rjiiittai»i4^ w il}i mnt>*t tn iItr**tu 

lliiitjiittilutli niirfi %%ni4ni un*l itiumf nln in 

weitnrnii KmEni ln4ittiiiil w**t4**u k*am*'tn 


DIE LINE AREN DIFFERENT! ALGLKICHUNQEN. 


97 


Bezcichnen wir als die ursprlingliche, grundhgende allgemeine 
Theorie die der l in ear en homogenen Differentialgl eich ungen mit 
eindeutigen (hefficienten , ho lassfc sick dan gesamte Waehstum, 
welches auf diesem gemeinsamen Stamm in dem get! aeh ten 
Zeitraum entsprosst ist, etwa in die Gruppen sondern : A ushildung 
der ursprilnglichen allgemeinen Theories —Hehandlung specie!Ier 
Prohleme,—A nwendungen der Theorie,—A usdehnung der unsprung- 
lichen allgemeinen Theorie . 

Als fiir die Ausbildung der auxjemkinen Theorie boson- 
dors verdienstvoll miissen bei der Wiohtigkeit dm* Fundamental- 
gleichung fiir die ITntersuehung der Intograle bei dim singuliiren 
Stellen und ihrer IJnentbehrlichkeit, falls sich nieht siimtliehe In- 
tegrale bestimmf verhalten, Methodon bezeiehnet worden, die nine 
Berechnung der von don Parumetern der Differentialgleirhung 
transcendent abhiingigen Ooodieienten der Fundamentidgleiehung 
gestation unter Vormeidung ties praktisch umstiindliehen Kreis- 
fortsetzungsverfahrens. Dies Ziel verfolgen Arbeiten von Ham¬ 
burger und insbesondere dos dm* Wissenschaft nllzu friih entris- 
senen Paul (Hinther, der solrhe Methodon dureh Bouutzung 
der von Fuchs herriihronden Darstellnngsurt der Integrals 
linearer Ddltu'entialglelelumgen dureh iteriorte Integration fund. 

Auf einem ganz anderen Wege gelangte Fuchs selbst zu 
einem neuen Aufschluss iibor die (Uwffwienten der Fundamental - 
mbstitutionen, aus denen ja die Fundamentalgleiehuug entHtehk 
In einor alkuvn Arbeit hatte er Relationen fiir die zwisehen je 
zwei singularen Punkten erstreekten Inttgrale der Ldstmgen 
linearer Differentialgleudmngen abgeleitet, welehe cant* VeralL 
gemeinerung der Legendre schen Cileiehung zwisehen den Perio- 
dicitatsmodulu der Intograle erster und zweiter (Jattung dar- 
stellen. Mit dieser Untormichung wird mm eine erfolgreiehe 
Anwendung dan sehon von Riomaun herrtihrendeu Ik grids tier 
Klasse von Unearen / > iff ere n ii < i Iglei ch u ngen verknhpft, tunes Be- 
griffs, der in gewissem Slime cum* Uberlragnng ties K rotter ker'- 
schen Gatfcungsbegrifls algebraiHoher Funciiontm auf die Integrate 
linearer DItferentialgleieh ungen bildet. I)a niimlich dit* eine 
Seite joner Relationen nur von den CoeHirienten <lt*r Ktmda- 
mentalsubstifutionen abhtingt, these aber fiir die Differential- 
gleichungen derselben Kinase invariant stud, ergiebt sieh zunuehsf, 
dans man an S telle der vorgeltgkm Differentialgleiehung tune 
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angeregte Einfilhrung homogener Variaheln fUr die unabhangigo 
Veninderliche die Integral e. als b in (ire For men im Sinne der 
Invarianfcentheorie der linearen Transformationen auffasst (Pick, 
Hirsch, Sehellenberg). (lleichzeitig sei der mit. geo/net risthen 
Ilutfsneitteln arbeitenden elegant en Methoden (Kreisbogendreieeke 
u. s. w.) von F. Klein gcdaeht. 

Endlieh soi erwahnt, class <lii* namentlieh in England beliebten 
symbolischeti Methoden nonerdings aueh Fine deutsehe Behandlung 
und strenge Begrundung orfahren haben (Tsehopp) neben alteren 
Arbeiten von Frobenius, Tho mil, GrUnfeld. 

Hi iter den sfkzikllkn Pkoulkmknt, welc.hr die Theorie der line- 
aren Diffcuxmtialgleiehungen in AngrifF nahm, hguriert sehon 
friihzeitig die von Fuchs zuerst unter Benutznng ge winner 
Primfonnen behandelte Frage naeh Kriterien dafllr, dass die 
Integrate algebra inch sind. Diese ITntersuehuug hat kiirzlieh 
(lurch Lu. Sehlesinger oimi Ausdehnung auf solehe Differential- 
gleiohungen zweiter ()rdnung gefunden, die eine diseontinuierliehe 
Grwppe besitzen, wobei namentlieh eine interessante 1 Jbertrngung 
der Theorie jener Primfbrmen moglieh war. Die Analogic mit 
den algebraiseh integrierbaren DitFerenlialgleirh ungen tritt be- 
sonders deutlieh bei denjenigen DitFerentbUglcuehungen mit dis» 
continuierlieher (Jruppe hervor, bei welchen die. unabhangigo 
Variable als Function des Integrahpiotienlen anfgefasst von 
endlieh er Vieldeutigkeit ist. 

Venvandt mit (bun vorerwiihnten Ausgangsproblom ist das- 
jonige, welches naeh der Natur dor Jntcgrale fragt, wenn die 
Elements einen Fund a m en tala gate mu horn agent* IMatiunm er- 
ftillen, indem hieraus im Allgomeinen die algebraim-he Inte- 
grierbarkeit folgte, wahrend umgekehrt bei algebraisoh inta** 
grierbaren Diflerentialgleiebungen stein solehe Relationen be- 
stehen. An illtere Arbeiten des aueh hier vorangehenden Fuchs, 
der denselhen kiirzlieh noeh tune none Methode hinzuftigte, 
sehliessen sich Untersuehungon von Lu. Sehlesinger, Rosen- 
kranz, Wallenberg, Li. Sehlesinger. Eine grosse Rolle .spirit 
dieses Problem und noeh allgemeinere in den Forschungen von 
Kdnigsberger. S. Liu fllhrte dir Frage auf die Integration 
ciner linearen partiellen Diflerentialgleiehung zurflek, dir eine 
bekarmte Transformutionsgruppe gestattet. 

Flir eine grosse Zahl von Spezialunietsudiungen war Vorbild 

7—2 
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ihrer eigenen Grenzen erhartet sondern aueh dadureh, dans sie m 
mannigfachen Anwknuunuen in andmren Discmplinkn geeignet 
war. So konnte Gundelfinger die Lehre von den Ubem'fuvhuugvn 
zweier bindren Former auf ganz elementare Betrar.htungen huh 
nnserer Theorie stiitzen, eine Methode, die noeh weiterer Ausbeu- 
tung fahig sein diirfte. Die Dithuvntiulgleiehung, an die jene 
Untersuchung ankntipft, besitzt dabei die Kigensehaft, dass ihre 
Integrale sieh uberall best burnt verhalten, und andere bemerkens- 
werte hhgentumliehkeifen. 

Aueh <lio Vntenmehung algebra invhvr Fnnetiunvn, die veil- 
standige Darstellung ihrer Zweige in der Gmgebung der Verzwei- 
gungspunkte, die Fortsetzungsweise der Xvveige und die Bestim- 
mung des Gesehleehts ist narh Thome mit Hlilfe einer mm der 
algebraisohenGhuehungherstellbaren lineuren Difltnvntialgleielmng 
mbglieh, deren Ordnung mit. der Anzahl der linear nnabhungigen 
Zweige der algebraisehen Function iibereinstimmf. 

Dms eigentliche Gebiet ftlr die* Amvendungen der Theorie ist. 
jedoeh naturgemass dasjenige der transeendenten Functioned. 
'Wir nennen hier zuerst das von Fuchs angeregte und frilher 
behandelte Problem, welches cine Verallgemeinerung des Problems 
der Abelschen Funetionen dnrstellt, niimlich die Untersuchung 
derjenigen Funetionen, die dureh ll mkehnmg dvr Intvtfru.lv run 
Ldmmgm li nearer Differentia Igleichungen entstehen, und haben ids 
neueren Bearbeiter desselben H. Lohnsteiu zu erwhhnen. 

lm Anschluss an das soeben berlihrte Problem ist tuner 
Abhandlnng von Burkhardt zu gedenken. Gesttitzt auf die 
Eigenschafi der Periodieitiitsmoduln von AbePsehen Integralen 
crater Gattung, einer lineuren homogenen Differentialgleiehung zu 
gentigen, gelungt derselbe bed den einfaelmten Fallen binomiseher 
Integrale zu dem Eesultat, <hms die zugehbrigen Thetareihen 
analytuche A and ruche ftlr gewisse Fonmui liefern, die vtm 
Halphen aus den an Stella dvr mtabhangigen Variabeln der 
Difierentiulgleichung eingefiihrten homogenen Verhnderliehen 
gebildet warden. 

Winm wir sedann an dieser Htadh* urn der Amvendungen 
wille.n, zu denen dieselben HeitliessHeh fiihren, einer Bribe enter 
cinanricr zusammenhangender Arbeiten von Fuchs gedenken, so 
ist jedoch von vornherein zu bemerken, dans die Bedeulnng 
derselben in Hinsieht der Eesultate and der henutxten 11 tilfn- 
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CH. HERMITE. 


pour l’addition des arguments dans la fonction <f> (x) qui est 
l’inverse de Fint^grale elliptique la plus g6ndrale; j’en ferai en 
premier lieu 1’application aux quantites 

sn x, cn x , dn x. 

Remarquons a cet effet qu’en admettant la condition 

<£(-&•)=:-<£ ( x ) 

et prenant a = 0, les deux premiers termes se d6truisent, il vient 
done 

2f(0) = (*) 4>'(2t) + 4>'(*) 

4> 0+ y) <f>(y)-4>(x) 4>(y) + 4> ( x ) 

= 2 ( x ) 4>' (y) - 4>' Q) $ (y) 

<t>- ( x ) - <t>- (u) 

On a encore la formule suivante, 

2 f(°) __n ln ,. ft(g)+$(y) . p lor <ftO) + <Ky) 

<t>(x+y) z °4> (*)- 4>(y) y g 4>( x )-4>\y )’ 

mais sans m’y arr&ter, je vais supposer successivement 
4>{x) = snx, 


5 ) 2 =(i+/^)(i-/m 


quantity pour lesquelles on a les relations, 

(D'-a+aa+m, 

Cela etant, an calcul facile nous donne 

f x sn 2 x — sn 2 y 

sn (a? + y) ==- , --- j —, 

x 17 sn# cny dn;?/— sny cn# dn# 

sn (# + y) sn 2 x — sn 2 y 

cn (# 4* y) sn x cn x dn y — sn y cn y dn x 9 

sn (x 4- y) _ sn 2 x — sn 2 y _ 

dn (x 4* y) sn x dn x cn y — sn y dn y cn x ’ 

et Ton en d4duit immediatement 


sn (x 4- y ) : 


cn (# 4- y) = 
dn (# + y) = 


sn # cn a; dn y — sn y cn y dn x 
sn x cn y dn y — sn y cn x dn x ’ 
sn x dn x cn y — sn y dn y cn x 
sn x cn y dn y — sn y cn x dn x ’ 
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CH. HERMITE. 


<&(x, a + y) = -Dy log [p(x)-p (y)] 
-aB\ log [p(«)-jp(y)]. 
J’6cris pour la troisieme, 

<3>(a,a + y) = -D v \og ^-p(a + y) 

-~I>y log [1 - a?p ( a + y)], 
et Ton voit qu’en ndgligeant a 2 , on obtient 

<J> (a, a + y) = 0. 


Nous avons enfin 


<3> (a + y, a) = 


p(a + y)-p(a) 


- a -p(a + y) 


= -+‘ 2a >p(y)- 


Changeons maintenant y en — y, et observant que p {y) est une 
fonction paire de la variable, on trouve imm6diatement 

<£>(a- y,x) = -D x log [p (x) - p (y)] 

+ log [p (x) - p (y)], 

<5 (x, a - y) = + B y log [p (x) - p (y)] 

-aDl log [p (x)-p(y)l 
#(a, a + y) = 0, 

2 

a) = - + 2ap(y). 

Lb 

Le theor&me d’addition nous donne au moyen de ces rdsultats, 
l^galitd suivante, 

4 

- + 4 ap(x + y) = - 2 aDl lo g I'P O) ~P (y)~\ 
-2aZ)|„log[> (x)-p(yj\ 

4 

+ 4 ap(y) + ~, 

Lb 

d’oii nous tirons: 


P(v + y)=-kty log [p (x) -p (y)] - £ D%, log [p(x)-p (y)] +p(y), 
puis en pernmtant x et y , 

p(x + y) = -bDl log [p(x)-p(y)] - \D% log [p (x) -p(y)] +p (x). 
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CH. HERMITE. 


F(x — a + iK') — F 1 (x + a + iK') — 'ft (a); 

in —a, 

= F(x + a,+ iK') — F 1 (x — a + iK') — (a). 


kcnadnasnx 
1 — k sn a sn x 

puis en changeant a en — a, 

kmadnasnx 
l+ksnasnx 

Retranchons ces deux egalites membre a membre, et posons pour 
un moment 

F 0 (x) ~F{x + iK') + F 1 (x + iK'), 
on aura cette relation, 

2£* sn a cn a dn a sn 2 x — , . — . N x 

ou il est aisd de determiner la fonction F 0 (x). 

La supposition de x = 0, nous donne en effet, 

F 0 (— a) — F 0 (a) = 2^ (a) ; 

on trouve ensuite en prenant la d6rivde par rapport a x et faisant 
encore x= 0, la condition, 

K 0 (— a) = F 0 (a). 

Nous avons done 

F 0 ( - ct) = C-F 0 (a), 

G ddsignant une constante, et par consequent, 

F 0 (a) = bC-1r(a), 
ce qui conduit a rdgalite, 

2& 2 snacn<zdnasn 2 # , , v , , N , , , . 

. sni am** =f(* + a)-i,(.v-a)-2+ (a ); 

on en conclut en permutant x et a, si Ton observe que yfr(x) 
change de signe avec x, 

2& 2 sn#cna?dn# sn 2 a , , v ^ , 

= * (* + a) + ir (* - a) - 2+ (X ); 

puis en ajoutant membre a membre, et divisant par 2, 
cn a dn a sn x + sn a cn x dn x 


2 k 2 sn a sn x. 


I—k 2 sn 2 a sn 2 x 

= (x-j- a) — \fr (x) — (a). 
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UEBER DIE THEORIE DER A LG E BRA l SC H E N 
IN V A RIAN TEN. 


vu.v 

DAVID HILBERT in KoN KiSRKRG in RR 

(Inter deu algebniiHelteti FttttHtuinit \nn fitrttivt* n Vi mud**? 
lichen nehmeu die Hogeuanutnu HlgrbraiNrh*-!? In\ umiiL-n 
ihrer merkwlirdigen KigyusrhaRen mu*- ine*g«v»'t**hnrf«* Si» Bung 
eiiu DitJ Theorie dieser Gebildn nh«»b Mfli, \ ^n •<j»ri’n-lb-»i Ant- 
gaben ausgehend, i*n*eh m gi’M^i-r Aligmamubmi * dank 
Alien? dem Umntuniir, tlnss «•** gidang, «*iur \U tie- %^n L^nd* i«it 
der Invariant enthenrie eigenfR um* ^ u .mi ^nf4«‘rL h, 
deren Anwendung die AuNttdlung und lU-handbing umm uif**i 
Bildungeh betmehtlieh erleiehirrle, S**tt dn****i Knid* .Tung ?-4 
die mathomaUsehe Littrratnr tvteli an AMmudbiiig* n t w«deh*< 
vorzugnweise din terhwMdu* VnrvnIIk*uuiiuniug d?« i Rio/, v.» nnA 
der auf denselhen begnindHeii ,Hugeimtmi«*n ^vui}-»*4ih*’!i*'U \J.-ihu 
den bezweekeu. Ieh babe nnn in rtttrt Unhr i$*n AS*I?.4ii4liiii.^»’uT 
die Invariantentheorie ttiirli tieum. v«»n 4«u gmeifusfrn Mrf hed*'!? 
wenentlieh vernehiedeneu IViiitijiirii * ni\% trirl? I hr* XaAt 
fblgende enthalt nine kutw ubrr *h<- }ian|^Mir!iIj*’Srtf*’ii 

lieBultate, ym welchen ieh 111 4f fltlfr di**^* a J*i 

gelangt bin, 

# WrgL (La wufn*M'ii«)tiu %«m fum %u \U u-t ,i« J *1 MMn m y uf: v» 

Mathenmtiker^Vfrfhiiiinmj { Ilrilin, WM? t**i If* UM ut^u t'« hm*i ' | r K| 

wiirtigm Stiiisd il*»r fttvaiMttb<iitht»<*ut','' 

f Vi»rjfl, die Mill’ll /iW{|||iIl«*f|ftrrir| t 4»‘ii ytn Un 4ra Wf^st-nr "f.l.j .Jj, 

Thoorin dar nlgD>mii4clirn Emiwm,' V.ifM.if,? u< im|; 4 , m 

R*e vcdkm |i»| f gf, - / u 

TLtorituita Cirbiidr/\V, 3i l;ii i,f'u«|n i, 4 wt ? Iv *» 

1H8H Fmtii Naliif u»d IhhII f/nni*- iai4 duin* ,N 4 - , % m " I «»«., 4 , nr t |«., 
algabrainehan InvarittiUain ’ iii* f »r||»ru ,N4 h la.'v |,n| , 4 ^ 4 ./ 5 j. )( / 

(zwaiti* mat dritti* Kafr), 
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1 17 


Ohwnht tlii* milziithriiiiidm Pritimptm ftir < tniiidforntirn find 

< tnutdfnnjit'usystrmr in if brltrbig vn*lru Vrmndmiirhm ttnd 
Wnuidrrlirhnuvihrn auMvirhrn, so wrrdr irh d»»»*h dm* Ktir/r 

nnd drs Irtrhtrrm Vi’!^fnuduHH»*H mmitrltH? ntir * in** 

rin/igr bifiiyv (*rmidt**riii f von dor iifm ( hduuug mil doit 
Wmndrrlirhmi j\, ,r, imd nut diii C Wfltmmtf mi «i tn (trundr 
Irgmt, In di*'HiT <*nntdt*»riii wmdr 

*i’ a *«»/i § *n*h 

fli 

mtigtwfzt ; dio < Wtlinmtru h d**r !tiiii?4t»rmirfmt Form #/ ?nnd 
diiiin gnn/r rutiotmlr Ftttifliofirfi vutu rmlmi i trndr in dm n uttd 
viiiii ntvu i budr in dm* a ti > «y» a,, * a*. Fntrr M Iimirmtifr " nlmr 
woitmvn ZttHitf/, \n Hfotim vvii ntm* rim* Motrin* gun/** rnf mtmlo 
liotimKriii* Fniiiiioii dor I\trflsmmfon n dm* 1t rnudf**nn j\ rlrhr 
bit'll nnr mil ojiirr Fnimi/, dor Sithst if lit l»*trnuumntr multi 
|ilirirt, wnm man dir ( ‘urflirn ntrn u dmrh dir riit?4j#rrrhrudm* 
i \*m!imndm h drr triiirntdriiiirfm Urmidfdrm u n^rf/f, I lit* 
w irhf ig*tm Kti'eh»rhaif«*u drr Iu%animtrii mud : 

1, Din tuvumntmi Iuw*m dir hunitvu Tmmtbnimf mumi 
rinrr j^rwiHHrii mil iiiuirlirtini Unij»j»r /u. 

2, Dir InvnriiiUtrll gmtitgm grWWmi JHtltl«*llr|l JiumtlVfi 
! liflmviif iidglmrlitiiigmt, 

«i, *Irdr algrltfiiDrltr tftid ill*4i»*willdrrr jrdr tiltlniwlr Fitiitiliili 
von hr Ur big \trim Iinnrtfiitfmu wrlrlsr iii dm i 'urfHnmtm <1 dm 
Unmdfi»rmm gnu/, rntioiuil mid Immugni wird. Df wirdnnm rinr 

Iiiviirinntr, 

Da.'* Syntmi idlrr timmiiiitfUi bildrt dimmi Snt/r /uiUlgr 
rinrn it* ?4i*ti ubg* 4 Mrht*»MHn*rn Bmrirh v<m gnli/ni Fnjtrt t*»firfi„ 
Wrtrhrl dtifrll idgrhmDrh** Bilduugn* liirfil furiir rfwi ntrfl 

Wrrdrli kilitii. 

4, Wnm dii.H f # r*wliirf /.wrirr giin/,rn mlimiilm Funriimm 

dm* < kirfliririif I’ll fi rinr Inviil liilif «* int, nn inf jrd»*|‘ d»*l liriilrfi 

Fiirtorm mm* hmumnu * 

I Hr.Mrr Sat/. Hiigi huh, dn^M itn Hnmrhr drr limnmntrn ilir 

grWoiililirfif'li Tlpillnirkrimgrnrl/r gllltig ^llid, fj. It Jodi* Iim«| 
ntitr Mil'll anf rinr nnd ntit nut mm* Worn** id^ Fi‘»iurt i»»n 

im/mlrgliiirni Iitviiriiiiifrii dnrntrlliii. 
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DAVID HILBERT. 


5. Wenn man auf irgend eine ganze rationale Function der 
Coefficienten b der transformirten Grundform g den Differen- 
tiationsprozess 


so oft anwendet, bis sich ein von den Substitutionscoefficienten a 
freier Ausdruck ergiebt, so ist der so entstehende Ausdruck eine 
Invariante. 

Yon tieferer Bedeutung als diese elementaren Satze ist der 
Satz liber die Endlichkeit* des Invariant ensyst ems; derselbe 
lautet: 

6. Es giebt eine endliche Anzahl von Invarianten i 1} i m , 
durch welche sich jede andere Invariante in ganzer rationaler 
Weise ausdrucJcen Idsst. 

Zum Beweise dieses Satzes bedarf es des folgenden Hilfs- 
theorems-f-; 

Ist irgend eine nicht abbrechende Reihe von Formen der 
N Veranderlichen a 1} a 2 ,..., vorgelegt, etwa F 1} F 2) so 

giebt es stets eine Zahl m von der Art, dass eine jede Form jener 
Reihe sich in die Gestalt 

A x F x + A 2 F 2 + ••• + A m F m 

bringen lasst, wo A lf A 2 ,...A m geeignete Formen der namlichen 
FT Veranderlichen sind. 

Wenden wir dieses Hilfstheorem auf das System aller Invari¬ 
anten der Grundform/an, so folgt unmittelbar die Existenz einer 
end lichen Anzahl m von Invarianten i 1 , i m von der Beschaf- 
fenheit, dass eine jede andere Invariante i der Grundform /in der 
Gestalt 

i ^ A x i x -f- A 2 i 2 + • * • "4" A m i m 


* Fur binare Grundformen mit einer Veranderlichenreihe ist dieser Endlicli- 
keitssatz zuerst von P. Gordan mit Hilfe der symbolischen Methode bewiesen 
worden, vergl. Vorlesungen iiber Invariantentheorie, Bd. 2, S. 281. Weitere 
Beweise vergl. F. Mertens, Crelles Journal , Bd. 100, S. 223, und die Note des 
Verfassers, Mathematische Annalen , Bd. 33, S. 224.—Der oben skizzirte Beweis des 
Verfassers ist von allgemeinster Giiltigkeit, vergl. Mathematische Annalen , Bd. 36, 
S. 521 und Nachrichten d . kgl. G. d. W. zu Gottingen , Nov. 1888 und 1892. 

+ Neuerdings hat P. Gordan dieses Hilfstheorem einer weiteren Bekandlung 
unterworfen, vergl. Mathematische Annalen , Bd. 42, S. 132. 
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1 lit 

HUHgrdrtirkt \mrdpn kuna, Wh J t> A u .,,, A M ^ali/r Imum^ur 
Fnntiiuiiiii tl«T C Wtltrimfrft u dm Uniiulti*rm/" ^itpl, I 1 * ? mrtfr 
Srhritt dm Brvmhr.M lii-4rlii ntm iLirin, m dav^ m dmii 

AuMfnn’k** ri*rlit«*r Hand dt»* Fimrf A s , A. . A m Mtm.M 

dmvh Imanaiilrn i,\ i' ..i m nsm/.t ttrfdmi kmuM-ti. *4tim dam 
Hirh didn't d*T \V*ilIl t JrflrH AtltdrUrk* iUtd«‘f"f, Ihmrf X.irhttrjw 
\vird ladulirt* indnii mini m jm** fhlaftm nu Htrllr drt (AHfmmn 
1 1 *ii n dir I'nrilit'imtm h dm f numlnt mil f»ai < U imdfmm mttf m#t 
tutd daini dm Sat/ d amu-tidm *. 

An dm Kiidlu’hki il^*af i 11 srhlirnMi'U Mirh /tmarh 4 /ttm 

\%PlfrIV Klldilidlki'tf H-HItl/r nil* dnrft Brtt «4M** rl§rft|alh mil dr! 

AmM-nduni* dm lldht|jrmvtii-H h i uh«*!l Vmaffdmi* 4\ff III 

dm uhltritm Au^lriit'kttrtw tmlm mim un diirddm mtir 

?*»ii|rfip BtAiftmt /wiHrtnii dm In\ailuulm i % , i 5 »-. dm-n huk«* 
Smh* nndif dtirrlt Imran* (Audimniim mu Smn^tmt nirdmm 
Ctritdr mdmltmi id«*u kaun. mm gtlf dm Sal/ 

7, Ks nnr rtftp nnAlt^ht* Ati.'ttht mu i rmlwAttr-n St/» 

Ah Hi'hjtirl dtmir da* \*4h !u\ armttfi t»ny mIi-ui mn d lunat *-n 

ijtiiidrnlhtdit'ii IInindfdriiiPin ttrjrhm h'kmmHmh mia 7 invatnui 
full tmd i) C *IU iM'illlltf'U timfrlif i*h Itimf Mjrh /**tM|-u dm« rs fiir 
Inviu iantrUHyMtmi 14 invdtndth S\ *n yu*n ^ndtf, am d* imn 

jrtlr imdmv S\?Ai(n‘ dnudi liiu at»* i kmdaimtt*ai * ihalt» u rjd* u 

knuti. 

Zwhrhi ii dm tir?4idi*ii ^karldidh tin Al!^*^ 

nndtu'ti liinurr HilidiMiirn. ftM^mitniii^ S\i\i*u*n Ail, 

dmm t *i«'rtirtrfitru Ittvmnmtrti s nnd hip! wrlrlp* u i»‘d*uurn !l.»* t 
durrli Itfii-iifv Itidut i**n**li ( Htiy^'tmnnU- S)/.y^irii * I * it f ® •• i Ail, v* a 

bmtdm Mind \ <*n d**in hi»*rdnn'h iaiii*rl*'ifrii*u i.dm-n ytlt 

dt*r Snf/; 

H, / hr SifHtrmt' drr lymlunhU n Sysyum r'rsfrr ,1 ? F firrifrf* 
# |if 4 ii, f. In him nup /irffr’, trnlnhn a frf* i m t|M»i ?» /if iiml 

mntr tjirht n* fcnS^r^yjitn t**m *t!n ilr# m f Ifni 

J rt, Wt*n » W dn* %*thl tirr /itnjrfUfifris lip/rp-li nrf 

* h«l III 4 r-|i \tnfh*m*.iU*»'h<nt 4 t 5 »r,ils , n |t 4 4 $, f 4 pV*t r |tir|i S .?« 

rea J | \%rlrl$rt *|rf| In^Araa || i 8 H risrlfrjj tn! , 

rfllftlrlll 4st?rf* \ I P|||f 4rrs III Sl|<r,|»|r { \u y j f _ ,|i ^]-l 4 inn l-ttU-'ll fit 

Fmrtmr.ss j ^ .ty-Uk/*'*, Pi} I Ur; |'»4 \ .J * 
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Der Endlichkeitssatz 6 bildet den Ausgangspunkt und die 
Grundlage fiir die weiteren Entwicklungen. Die Invarianten 
4 ? ' 4 ,. . i m heissen das voile Invariantensystem. Zunachst erkennt 
man ohne besondere Schwierigkeit die folgenden Thatsachen: 

9. Man kann stets eine gewisse Zahl tc von Invarianten 
Iic bestimmen , zwischen denen keine algebraische Relation 
stattfindet und durch welche jede andere Invariante i ganz und 
algebraisch ausgedruckt werden kann , d. h. so dass i einer Glei- 
chung von der Gestalt 

i k 4- Gji^ 1 + ... + Gk = 0 

genugtj wo G x ,..., Gjc gauze und rationale Functionen vonI ly ..., I K 
sind . Man kann ferner zu diesen Invarianten /i,..., I K stets eine 
Invariante I hinzufiigen, der art, dass eine jede andere Invariante i 
der Grundform f sich rational durch die Invarianten I, /i,..., I K 
ausdrilcken Idsst. 

Will man umgekehrt aus den Invarianten /, I K wieder 

das voile Invariantensystem ii,..., i m zuriick gewinnen, so hat man 
nur nothig, alle Functionen aufzustellen, welche rational durch 
/, I K und ganz und algebraisch durch Ii,..., I K ausdriickbar 

sind, und dies ist eine bekannte elementare Aufgabe aus der 
arithmetischen Theorie der algebraischen Functionen. 

Fiir den vorliegenden Fall einer einzigen binaren Grundform 
hat die Zahl tc den Werth n~ 2. 

In Uebereinstimmung mit dem Gesagten besteht das voile 
Invariantensystem einer binaren Form 5ter Ordnung aus den 3 
geraden Invarianten A, B, C von den Graden beziiglich 4, 8, 12 
und der schiefen Invariante R } und da R 2 eine ganze rationale 
Function von A y B } G ist, so sind alle Invarianten der Grundform 
ganz und algebraisch durch A, B, G ausdriickbar. In gleicher 
Weise erkennt man, dass alle Invarianten einer binaren Form 6ter 
Ordnung durch die 4 geraden Invarianten A, B, C } D von den 
Graden beziiglich 2, 4, 6, 10 ganz und algebraisch ausdriickbar 
sind. 

Die Zahl k } welche den Grad der Gleichung fiir eine beliebige 
Invariante i angiebt, lasst sich fiir den vorliegenden Fall einer 
binaren Form wter Ordnung allgemein bestimmen. Es ist naTil¬ 
lich, wenn man mit N das Product der Grade der ic=n — 2 Invari¬ 
anten I K bezeichnet 
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jmtnrblmst « unj»(i*rntir *kI«t grmth* inf, I )!«*•*♦• Furmt-i tit 

i\w Tliiit t'ur n h tun! « i\ d»*!t \Wrilt k *2 

l>h* Zilli! k tiffi*f ztlgh’irlt im fltr Znltl tlrl* 

tliuvh Htmitiv Tnimfurmutmu nirhi Imn mAmhmnlrtt 

( truiitlfiirmrit, iluvii Imiirmumn /. #l«*mh Uni* 

M*n 

I hi nit*• lnviiriiiiifi’ i riitn Ulrirlium;; \ **n tlri* ( 

i 1 ' | (t\ l ’ 4 1 | , | ^ 

mi Ihlgl iiiuiiifti-thur titr writmv Tbif^liri Wrjui mint 
4rft I’tirfliihrlif »ii elrT I itlttudfi»rm f M** la" iuiii tfr»"it UVrtlm 
i-rt(mill, 4 m* dir h Imitrmnf**u /. ^irmlt Null ttrt4«m. *m 

vm’M’lnvimlnt /Jiglt-trlt titirh mmmfhrlm tthrtgr Imm niftfnt 4t*r 

<irmnifhrm, Iv* mi mm \*»n ^rn.^n-r Bnimiftm^ far 4 m 
Th***»ri«\ 4m tit 4ti*>«*m Snt/r mt^nt^jimrltrtir 4***» 

liivjU'mttttm^yatnm** /,,,,,, t m utmlt tittti»**kt4trf tin* ur*|**ilfttfh«4m 

«tit *Hr Inviirtiiiiltii iFtifitivitfir Etgmmrlmtf h**iliii||t # \\ m tin* 1*4 

Kill/, Irlill ; 

10, Wtmn tnjtmtl /a lnrnnnntm l lt > , tt / H i/i*» Fujtmm hn ft 

Iwtiitzwi' tittm tltm lVrArl###»ifffl#’#i sttix m4hwYmttfj <l*i-? 

Vm'M'hmimten alter tibritjen l nrarianten tin* ({rmalf^rm ?ur Fuhtr 
hat t #u sintt nlle l nmriunten t/finm ti/»/#•/* mi vr/tn jrnrr j* 

invn riant rn / H> 

I h-r H* ^rtH Sul /im \ «*rttt^iirlif m lmt 4 m!m S**hvb rnt t^kmimi. 

l)ir Ziihl f 4 |m| lint limrltitlg *. fill 4m I'Ytmht h;if km! 4r* Sltf /«■* 
m * rHrh**}4 # ' ,t ' hi-ilnrf 4 *t K« imf iiihh t|» r ll»*tltit^ttit^»m, 
rrhillf h*4u niit.NHi’it, tlnitttf tit*- IitviiiMiittfim *irr (UnwUutm nnmuii 
1 it’ll 0 *4mi. Wtr itrltiipit ilt»- i ittuitifurm ntif Itt HitmiuN ii nttmr 
riHnltiit i *ut‘fltt4rItliUi lilt, thu **h I lit uiuv 
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Invariante besitzt, welehe von 0 \ nsrhirdrit iM, vvird daiut dmvb 
den folgenden Satz beaut wnrtet : 

11. k Vint* Urundform f nut host utt mien nnm< mahm t '^rfiirnitirn 
tt hemtzt dann und nnr dunn rtur ran H vrvsrh irdrnr ln * nriantr, 
wenn die Sulxstitutionsdetennuunitt' 8 nnr *jiin :r u/*/r I)'nnr hr 
Function dev ('oeftieientcn I* drr lumir ! tn-. K*r t n */ ist 

Ftir den vorliegvudeu Fall tier htimirt* i bundlmui g**!angt 
man ohne bemerkenswerthr St’h\viengk*m /n dm nii That 

saehe: Wenn alle Invurmnfrn etnrr bumr* n t tt utidfAt m d»T 
Ordnting n~ift -f l brziiglieb n *lh "barb Null ‘and, 
die Urundfbrm eiuen h t Ifaehru htnr.ttlitei m und nmgrkrhi t, 
wtim diewelbr emeu h 4 1 fuebm Fummturf»u m* sunt 

sammUiehe In varianteu ghirh Null fk-mjte b*w* m h.n. «i** 
man leieht erkeunt, dns glrirh/riiigr \ vvmhw imh-u dm V Im.m 
anten A, H t (* finer hiimreu < buitdt»am / .'*!* i t ndimur n»»! h 
Yvendig das Auftreten nine* dtnrbrn LmmtilurfMj ■* m t mx F*4g«* 
und daher wegeu der rbrn angrlutn f* n Thai »arh* *nud‘-nh ,m« Ii 
das Verselnviuden idler tnviumnt* n Y«*n/* F“lgl?r)i miiv.* n ?m»-h 
Salz H) alle InYurianten vm/gun/e ulgrlu aim-lie Fun- fi^nm *.,u 
A , H, C nvln und in drr That **nf bait du*» y» 41r f ju m run* m\ -a* ui 
nnr norh turn* writer** Invartanfr. namiirh dn* m hn !*■ Ini aiimifr 
It, drrrn Quadrat hrkanntlirh rim* gaiu*- ratnuial*' l«m» n».u * .*u 
A , Ii, F 1st. Was dir binttre Farm/ M**r t bdnnir^ !«-?nfl?, mi b.if 
dan gkurhzrit-igr Vramdiwuidru d* r I final A, h\ t\ I* 
tmihwmidig das Ault ref m riiirn |fii«’lnii Lnnm hn f »a i m r mi 
Folge, und di( i ser I bmtund brtliu^f ttirdiiniii Xrt'n’U & mArn 
alltT hivariantell, Felgtieb tntt^i SI Iiarb ft* .dir baanufru 
van / gatiz uml al^«bmtHi*b dm* b A, II 1 \ U .nr»liUrU* 4 ? •.< uu 
uml in der That 1 st die alirtu iibn^e mdin-f* lnuii'*u»^‘ tt uA i 

<Ita* Quadratwurzel aus eittrr gan/m Fuiirtrai i«*it A, Ii t \ b 

Audi erkmmt tuan zu^ieiefi fur A* n Fall dn burn* n ilmml 
fbrm, dnss es ledtglirll grrtgnrtel fb-ailnilifridaldun^ru lirdiMf. 
um ein sulebe.M Synteiii v M u ImariauMi auS.nua.-lb-in 

deren \ ersehwindeti das Versidi^indrn albi f mmnmi* n li«*duigf 

Flu jedurh zu t»itier allgeuirm gltlfigru, ub* i d* n 
vorliegenden Fall drr tunnnm Ui nndbfriii hmatemm li« nd» n lit* ir 
zu grlangmg brdarf vh drr Kinftibiling Am Itr^iitfr '• Nulikum " 
tmd ** kanonisrhr Ntillfdnu, Kiiu-' f #iundbam \\ ir#f Nnl).> 
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l'2'A 

fun a m*nannt, wuim ihr«* (*» *uBiaiaat**n .snlrhu bu.Mufidutvn nmuu * 
riM'hrn Wrrthu bi-sit/,m, dass all** Imiiriatifiit fitr db'HrtU* gtrtrh 
Null Mtai. Wus diu iMiuittint dur kan«*mM’hrn Xullf**ri*i hrfritlK 
mi lii-isst rim* hiittuv <inmdf«»rm am dur Ordnung n *2h I I 
lir/uglirh h 2/i «*iur kaauiuM'liu Nulttbnu, \aitn tit** < WtHni**nt«*n 
a,, f 11 ,,«,, u h >ummt tirh glrirh Null .dud. Kim* tmnmv Farm 

n „ »j, n s 

vt»n d**r Utdtmng n wttd rim* hutinJiKrhu Xtttlturm giiiitattl* \\«*un 
M» h X guu/t* Xuhlru r % , j\, j\, drfvn Ktttnum m'guth i*t, lift* t*“ll 
l;t**si*u \uts d**r Art, tlavs juiirr t urfltinutt! a n „ )}> dun Wurth B lint* 
fur urFInii tliu Xah! .r l « l i j\«i t A\n % liugnlti uu.diiUt, ttaliimtd 
dt** uhiigt’ti t brlmhigu tiuitt*’n**i*h** \Wrfhu brdf/utt 

Maa * t half «11*” f**|ui-||i(r Tuhrll** d«*r turimiva kaiiuiit^rluit Nalt 
funttrtt his /ur tdiii < trdmm^, uurin u tan** \\ dlktlrlmlm UiVmu 
and uii K dm aUgrim-im-tt li*>in**gtait*ti Ausdnmk <trades in 

J\ V h«V* |u||!M*t, 

ii 2. tit »M I .r t rif I,, 

l2) 

/i »i ay f Km/i, 

« 'I, |I| t.M/ tj | (Jif J 4I 

(2 I a n,i i j I ri/tj | i.ri/l, , 
ii a, | t t t C.ri/I, t { ry K, 

t % 2) .#■ j I .# Bryl, t t ryt 4 * 

id t a f *i I ijyh * i*ry B f I ri/h . 

#i i i t i t < m/b, 

{ 2 t ,1 • I a ! (- 11 / ti I r|jy k I i iyt, , 

Witlirnid Hiitiitt dir Aui^triluit^ dt*r humtittsrhrft Ntdlfaimni rim* 
lemtifr Aufgnhr ist, hmt»*t vs y^mu ♦ *$ htbiirht jnumijm I!** Krh v\ir* 

rtgkuffutt dun NarllUrin /l| fulavti, dnvt tint *irtl klMatm^uhra 
X Itllfurttnil till tt r'lriit Itrliult <i, ll, llllgunrhlt VnlJ Tl ill!** 

flit unit Itilirti 1141 f ’tt 111 k 111 lir'lir!! Stitinf it lit Julian * “It 

Hiiiainl Itulir X it 11 f mi nan gr^jrliru stud, lv* gilt tmaih**li d»! Silt/ 

12, Kiat* /!’* ft' A itifftn m ksinn miiitfsf rutrr */rra/?{rfrit lntr«imi 

SuhhiituU'«t* run *irr t htvrminuntr t ut ri«r L^uvmim'hr S ult fhrm 

tint. 
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Durch diesen Satz ist man im Stande, auch fur Grundformen 
von hoherer Ordnung und mit mehreren Veranderlichen leicht zu 
entscheiden, ob ein vorgelegtes System von Invarianten 
die Eigenschaft besitzt, dass durch dieselben alle Iibrigen Invari¬ 
anten der Grundform ganz und algebraisch ausdrlickbar sind; 
man hat zu dem Zweck nur nothig, zu untersuchen, ob das Null- 
setzen der Invarianten 1^ hinreicht, urn die Grundform als 

Nullform zu charakterisiren. Unter den mannichfachen sich 
ankniipfenden Folgerungen sei hier nur noch auf einen Satz von 
principieller Bedeutung hinge wiesen, welcher ftir den Fall einer 
ternaren Grundform, wie folgt, lautet: 

Sammtliche Invarianten einer ternaren Grundform wter Ord¬ 
nung lassen sich als ganze algebraische Functionen derjenigen 
Invarianten ausdriieken, deren Gewicht < 9 n (3^+ l) 8 ist. 

Auf Grund dieses Satzes findet die fundamentale Aufgabe der 
Invariantentheorie ihre Erledigung, namlich die Aufstellung des 
vollen Invariantensystems, vermoge einer endlichen Rechnung; 
ich spreche diese Thatsache in folgendem Satze aus: 

13. Die Aufstellung des vollen Invariantensystems i m 

erfordert lediglich rationale Operationen , deren Anzahl endlich ist 
und unterhalb einer vor der Rechnung angebbaren Grenze liegt 

In der Geschichte einer mathematischen Theorie lassen sich 
meist 3 Entwickelungsperioden leicht und deutlich unterscheiden: 
Die naive, die formale und die kritische. Was die Theorie der 
algebraischen Invarianten anbetrifft so sind die- ersten Begriinder 
derselben, Cayley und Sylvester, zugleich auch als die Vertreter 
der naiven Periode anzusehen: an der Aufstellung der einfachsten 
Invariantenbildungen und an den eleganten Anwendungen auf 
die Auflosung der Gleichungen der ersten 4 Grade hatten sie die 
unmittelbare Freude der ersten Entdeckung. Die Erfinder und 
Vervollkommner der symbolischen Rechnuug Clebsch und 
G or dan sind die Vertreter der zweiten Periode, wahrend die 
kritische Periode in den oben genannten Satzen 6—13 ihren 
Ausdruck findet. 

Ostseebad Cranz, 9 Juni, 1893. 



UBKR DIE REDUCTION DER BIN AREN QUAD 
EATXSCHKN EGRMEN. 


V* i.\ 

a nvnwrm i\ zrntiii 

Dll, 51iili**iit\ t!iii*ii w« Irhr ii’ii in tD’it yi*'i t*”*1 1 ill** 

Tliriiiii* ilt*r iCrtturf i*iii *l« r *t^i’fp it Fm mm nut /w*-i 
Efil»*Nlifiiinf» n tiiiili*, lirrulii 4tif’ il»in Piiiinjv «}$• - " huh^hi 

trfiii" Fujuirii, i| ti dm F*«imm inii ii-t.-H'fitt lM» i 

mmimiv m titiirf.mritm iiip! ihii dfr^m uuru iitirl^rltltm 411 I dm 
‘UlllgHlP-ilirli'" F»»|it4* Ii, *i It, fill Eouurti Ililf Itlt'llf \ **l mti Wind* fidri 
Ili*lriiitiitiiitl»■* /II Dim'* l*ifitrtji vt'\\ 1 I'4 mdi u*u t 

Fiiirlitlniilrif %•% fuhit nii'tif luir iiMlnu him ti«-tnirhlrfm FiitF 

iln hmiu* 11 F«*iin* u mil i*r!lm * % !hm ulrit mil 41 Mv^r L*v*”li 
1 1 k«- 1 1 /uni 7a* tm mtdrifi ml attrlt ant* Fm tm u mu t*i bring 
Virlrit FiiIm'hI iiiitttltit iilimm»itl* 4 l „ ,^rt ♦ - dims tin* t\» ii-rll 

twfi'i *’**ltl]*1***\ l/»ri!!|^|,Jr?4rl/f m»if|rft* 

Fm 4 * it Krin dm* t bifriHmdmug Mar lmmih*-trn /u 

lilt*I /Itglrfrlt rilir ffiMglfrtm! Atmftlittltrlik'lf /II rf/frlrti, 

Firtdr irll till* ii||/Il»»|»41rUilr|l f trt ni«‘||| Illigi'li III rllir 4 iji» m* |}r 
gn*flirlli%4l«* Iv. Fiiirt Jiriftr Kr||» Iri tgla if, ill** 4 * ** 

Iri^riir Dumlrllttng iitlgnitriiirr m Judim umimi nmn j*i m|* rUm 
\ « rallgrlllrtllH ling rtftfrrtrfi limf | *td«‘f lUU'h dir gruffm! iu»rh«* 
lliil>4rllillig tlilivll **iiir I’riii ninth ftmlir /n rmri/rii, 


K* *r| g!rir}i^i-lt |g«*M Dl'rlrt‘1, 1% dr!' rfffk *»» III i* k I*r 

Kfrin IM'Irfprf l||r Sritrfi ifr-i U(vir«'|%*» in drff Ftlfikfrll J t, , A 
iirltillll *, Dlilrll filler Flifiklr ttinl dir K I «'k|*m I m tit dfrf 

141 * !»’}$*“ {»‘*g*'ii #I/A , A A, Lit / *' |! i • 4 ? t dir lr}| »hr " /‘lir " 

ll* fills It ttlll, I*’ll ttlillli linn f \XM fiD t *i*MtdlIii|f rlidi «'|r«*K till* I 1 


* N .* Jj*- | |,4if I 
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als Einheitspunkt. Dann beschreibt der Punkt 

a : y : z = 1 : X : X-.(1) 

den Kreis E, wenn der Parameter X alle reellen Zahlen durchlauft. 
Im Anschluss an diese Thatsache werde ich weiterhin jeden Punkt 


C 



von K durch den <mtsprechenden Werth des Parameters bezeichnen, 
so dass z. B. die Punkte- M, E, L die Bezeichnung oo , 0, 1 bez. 
erhalten. Es bedeute ferner T diejenige Drehung der Ebene um 
den Mittelpunkb 0 des Kreises E, bei welcher der Punkt 0 in 1, 
1 in oo , oo in 0 tibergeht, T 1 diejenige Drehung, bei welcher 0 in oo , 
oo in 1, 1 in 0 tibergeht. 

Bezeichnen dann X l3 X 2 , X 3 entsprechend gelegene Punkte auf 
den drei Theilbogen EL, LM, ME, so geht bei der Drehung T \ 
in X 2} Xu in X 3 , \ s in X x liber. Da bei der Drehung T das Doppel- 
verhaltniss von vier Punkten des Kreises sich nicht andert, so 
findet man leicht, dass 


X*2 — 


1 

l~-X 1 , 



( 2 ) 


ist.—In der Folge werden nun in's besondere die Punkte mit 
rationalen Parametern eine wichtige Rolle spielen. Auf diese 
Punkte beziehen sich die nachstehenden Satze und Definitionen. 
Eine Sehne s — pq des Kreises K heisse eine Elementarsehne, 




BIN AliH ql\Um ATIS<*t!B FoltMKX. 


u: 


$ 

writn ii " , a m! irnair Znlitrts slwl f*Ur wrlrhr «li*- I *!rt 

« 7 

I’huii^ a$ t iy t t Auf Uruud dm < Urirhumu-n Til !*» w**i u 

man Irirhf, ditvs FJrmrttf armlrnr dttivh dir lltvlmit^ ‘/‘limit 

rhrlisM tltlli’h dtr 1 h'idillllL 1 Tl W jrdm m rilir KlrfUrfif itrnrtuir 
ttlirr^rlll, 

Vm }imrrnii(«iii!f i r Wtrfm^kril hi ahrr dm fdlgmdr Sal/ : 

ill I he Endpnnkte p mid q eiaer EEmentneuehnr .v heqen 
sttis auf dt’imr-ihrn tht iUnujt n, 

!**li /m$*r. dltnn tlir AlUUtlmir, p Ultd #/ Inti'll mil % rratdifrdrfi* U 
Tht 4 lliHgt*ii, auf mum \VnirrH|»mr!t fiihii, \V**nu mini dn*sr 
Aiiiiutimi* mm’tif, **<» dnd rhn-uf Indt dm drri I ’mdntiuf i*»m-u «i*-r 
Thrill# »)*rti m jr /ttrirtt mif hj if'rrftrild dim Fflllr /tt Utd* f 
M’hridm. Mnn dart* Midi mdr^ru nttf drii Kail hrsrhjnnhmu in 
x\ i'!t"ti»iii man p auf dnu Itn^m MS\ a Km tin* Zahl p* O. und q auf 
d**tii /# M t ul*«t di*- Zahl q * I , unmmuB. I Vun frdr j dm 

hridrli UftdrfVft Fililr limd Hjrfi duirli rfffr dm I )j duuujrii /* illid 

T auf i* ii* it Fall /juurkfntuvu Id imn p * o, 7 * l, *,»♦ t».l|d 

l?y p * . Kir riii/ii*r ( Mudwiatimi p 0, q I, fit? «rl**hr 

*} p t wild, Inf ahrr iiitH/siHtddlrH‘-..i«-i! t wml fill dt< rlUi p Illid q 
Ittlf lltrlt Thrill# *S*rfi, muiilli’ll auf drtn Bm*< Ii LS, Itr^rll 

Klwim wmii# kiiiiit q p /. # *t h. um- dm hmd« u Zahl* n p tin*! 

tj J^lrtflt / *riu, \\ til .Mill'd p und q hrnlr lillf drill 1 / /, 

odm 1 1*“itt** litif drill K»t^rii J/A In inui wit11i* n Frtj,*In'li !n 

q k: p f mmsrhrn l und f . hKm I my /ttiHidiru <1 nud |, ) 

1 * my 

Hf aln-r tt'idri Htisiii^, da *t uiul y pnn^r Zuld* ii Hind, 

h‘li \i»ndr nun f* t in ilnn fiirinr K % inB*“\rfui*'|»< m h 

1 In i* rk, dr’-'Hf *ft S* |lr|| |*Jr|||r|lf *11|| n|Iid. * III Aluiar'i-ifU f 
(l tflt't ’ft In Hill ll Narh 1 1 1 r hi * l 1 I* tifilf J*»J| |Hf |m * in* ila-i 

lh* I* rk U I # » lit hi* fin fifai-i it n»'i*k, n pltnut’ninj \thur' ■% pq 

tst Srtft * i "H : i/vi Eirtnrnftin.it mrvinn, 

, t *1 b > S 

I n-un n p , y und r sun-ini i m 

m 7 » 

Zalil f**• h f1111111f mnn dtinn j und y an 

;* ad t pi 

f nrn i V7 

•t-M i rLmnt man dann pmp f dann nn*l nui darn* mu 


lull, i a! ratal* 

!* Ii t #1* I* lit Una 14 

1 «• in* id .*i 
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<hvii*ck bildnu, wnm / * I, ¥ I I 1 b>- S, bn>- * jM 

Seita tlt*r bridrii Kb'mrntanhvmrh*' 

f i i * i ^ « v 

11 a I j n y 

Du <lit* Pmtkfi' jK *{ 11«ii«* Punk?* -> , r h;u iman^h g« fu 
wertltii, m» kiutn man da* 1 hvn *\ $®p dumb * in* ^ !n » mtn 
(\»»st met ion erhaiteu, m*iin dan ! U *m *d% j«|r b* /« nlna f ***ih«; 
rbfitlb‘H geht huh ilrfhfll** Si TSih? iln* b»*t 
KltuutMuturthviorkt*, wrlehr MfS» ub* t nm i KPitp n!am«-lihr j 
niiudruiivu Sn^n, mif \ rmrlm *1* nmt Smn n i S* lift* * It»•■ j 
Nurli tbiii Siit/t* tit b* lunl* n m’h da- ivk* a nm \>*n * 
Ihvierk 01/ \ rrHi‘Ibrd»if* n Kb mriifHnii* m**k‘ m / b« * tidt- 

drMSolbm Ibtiiri Lifili da* In»‘- -1 * uni k«*jt 

niidtuvii Eliiisaiiiiiitfrt-irrk * in Sin*4 ^ m.-ih bab* n tv b» .» 

also dor Sul/; 

(II) Krut Piaikt, tlrr mi /; v v ■ - mv / h r:*' \ Ml * '>■/?, / 

hit Innt'rn * ;a»*v • -iba" -• vr.f a : v^ ‘ , 


Kh tnogt* Him r vlv u P 

/*—«I« } * • 

darjiiiigi* Piinki i %!«j* 1» it 4* 


hikL Kilter Fi*rtii/riibt|*ii,*l a ! mitm . u« p 
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IVriphrrir aussi*rhalh drs Krrisrs K % jr imrhdrm 

/! ■■ h 1 »’ ar f r> I 

1 st. INugrkrhrt rntsprrrhm jrdrtn Punktr a : h ; #* uurudlirh 
virlr Formrn J\ niimlirh dir Formrn 

f - p{tup -f thuv 4’ rr h.............{<»), 

wu p jrdrn rrrllrn Worth rrhultrn kmm. Tin ntm dir Hr/irlumg 
zwtsrhrn drn Ptmktrn drr Khrnr mid dm Furrnrn / m rtimr 
rindruti^rn y,n nmrhrn, wvrdr tell y,wri Formrn, dm-n < urtthnmim 
m rimmdrr proportional Mnd, h!h nirht vrmrhirdrn nmrltrit, Man 
hrnirrkr norh, duss drtn Punktr X drs Kivisr,* 1 % dir Form 

/ sa pi^ + 2 Xiii»-t X 3 r)-p(« i Arp. cTI 

mfsprirhf. 

h’h brtrurhtr jrt /,1 irgntd rinr gnnzyjddigr liururr Tmtr 4 orttifi» 

tiuli 

a aud'fiv\) .. * , , 

/...s,.m <' s >, **~t*V *.(*>■ 


v ■.■■■:■ yu 4 s IFJ 

Ihmdt dirsrlhr g«*hf dir Form fdJ llhrr in 
m f^p(tnd' } I 2 /*VFK 


.(i»h 


Wo 


id aa J I 2iny t vy\ 

li aapi I l*(aB I fiy) f vyB }<, , . ..t Hh. 

v ■ aft* f 2hfiB I r$% j 

Drr Tnmsforiimtion S rnmprirbt nDo tin*’ idnrrh dir Furnn ln 
(10) drfiiiirtui (olliuratiun drr Khrnr, dir rbrnftdD nut S hr 
Xrirhnrt wmlr. 

Dm Ktvis K grht bri dm ( 'ollinrution S in -irh ohm I h im 
drm Punkfr X drs Kivisr* K mitsprirht dir Form <?), Wrlrhr hr I 

drr TrunMurumtinn (N) in p (a § Xyd jV t ^ j iibmgrhi, s.i 

ditHH drr Pmikt X dnrrh dir I iillinniliuii S in drti Punk! 


X # 


IX t pi 


... 011 


yk \ a 

llhrrgrftifiri wird. Dm hinirnrh dir Pnnktr o, ^ ( i rrHp, m 
Ji B * B t pi 
a * ^ y * y l a 
dir ini Innrnt drs Dfrii-rk^ 01,/ if«*grin dir Fuiikfi* mi Inumi d* h 
Kit *nirfifiirdrri*Tk.M /w/r, Nr nut man ukai tinr Furm f v»in nr^ir 

li 


p ^ * <1 ^ * r uhrl^iilrii, Hit fiit^Jirrrhrf | d»ai Piliiktrli, 


r, I*. 
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HINA HE yrAIHCATISCIIE KoKMKN. 


1 :i I 


a 

Ioh bringv jot/4 dio Thonrio dor lloduot nm quadratDolmr 
Formun mil nogut ivor Ilotonuinanto zum AbsohluHx indrm mb 
zoigo, dass jodo Form von nogativrr Dotormumuto otnrr ivdttottion 
Form aoqnivalunf int, odor w as ortbnbnr dmnoiho m da>H jodm* 
holiobig im Innurn dos Km son K angonuiitniofio Fimkt P nut’ 
oinor Soito odor im Innorn onion FJoinonttirdrototdiH liogf, Dnboi 
wordo ivh mr Abkiirxnng von oitiom Pitttkfo P xigott "or tmgo 
tibor dor Soito py dvs Diviurk* pyrP wtitn dm Pmtkfo l* tind r 
uuf Vorsoluodonoii Hoiton VOII p*{ liogofi, Ks moi jot/4 dmjoftigo 
Sfiti* dos Droiooks AodH / , tibor wololmr P Imgf, Mint mi- 
Mruiiv duun tibor .v M das von A,, wrsohiodono Ebuimfiturdromok 
A*. Liogt mm P nussurlmfb don Droiooks A 5 , hh hoi s t dmjomgo 
Soito von A|» iibor wofohor P liogt. Man ottn-4rum* dunn uI»*t 5 f 
dns von A, voiNohintoiio Klotnoufnrdivmok A« it, x f, Dm*»r 
(’oustrttof ion muss nothwondig zu uiimm Aloadittm ftdiroin d, li, 
man golungt sohlmssliol* imfln\ondtg m oiiiom Kloumnturdmook 
A„. uuf dosson Hogivn/tmg odor in dossou Immrom dor Fnnkt P 
liogt. I)»*im imdornfallH wurdo don Kndjmnkf on dor Sottm 
>v„, s lK , rt s n , %tt otno uiibogron/to Rotlm \«at rutmnulon Wotbon 

r n \ r u r,\. r„\.rul^jti’orlioii (so du.ss dm Sotto s n dm 

Vorbindungslinm r n r n * ist), 

1 - 4 , nun of \\ u r n ■■ .• ^ , r sm win! r n r n - I * itnd dmvo 

« 7 tty 

1 HObronz sinkt- nut wuolmndom « ttnfor u!|o (ttvn/ru, da dm 
NVnnor dor Znhlott r M r.A r Jt tirntniiilig ,nmotmiou. 

Ido bingo dor Solino r n rP tuird** nF»* nut uundi^i*udoui n 
nntor all** Uron/mi nmlion, wna nntnughoti t-4 1 da d*u’ Funkt P 
iiiunor zwiHt?fion ,v„ und dom Kjviho J{ hr;|t und n<?i d« in Kn ih* 

oim* oitdbolio Kidfdrnnito 


4 . 


An dm \oi^folnudoit Ik tiaohtniigou kniifito io|| imoli mnigo 
Homorkungon. Da j* <lor Fuukt, drr im Ki« r o K fn-^t, in’- Inn* m 
otlor nut" onto Srito om*-^ Fb tuonfaidron ok h f«l!f und da k< in 
K!oiu‘iilardr«*iook nut d* ui Dr* look C)I /, und fdlgfioh nnoti k* in*’ 
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zwei Elementardreiecke mit einander ein Stuck gemein haben, so 
folgt: 

“ Die Elementardreiecke erfiillen in ihrer Gesammtheit gerado 
das Innere des Kreises K, welches sie einfach und llickenlos 
bedecken.” 

Denkt man sich alle Elementardreiecke construirt, so hat man 
dieselbe Figur vor sich, welche Herr Klein gelegentlich aus den 
bekannten Eintheilung der complexen Zahlenebene, die dex~ 
Theorie der Modulfunctionen zu Grunde liegt, hergeleitet hat" 34 ®*- 
Aus den oben entwickelten Resultaten lassen sich offenbstx' 
umgekehrt die wesentlichen Eigenschaften jener Eintheilung der 
complexen Zahlenebene ableiten. 

Was die Reduktion der Formen von positiver Determinant;o 
angeht, so lasst sich dieselbe nach einer von Herrn Hermit; e 
herriihrenden Idee auf die der Formen mit negativer Determinant;e 
zuruckftihren. Man gelangt dabei zu dieser Definition: 

“ Eine Form mit positiver Determinante heisst reducirt, werxxx 
die Polare des der Form entsprechenden Punktes in das Innex'o 
des Dreiecks 01 oo eintritt” 

Im Anschluss an diese Definition kann man dann, wie iclx 
hier jedoch nicht weiter ausfuhren will, die Theorie der Form on 
mit positiver Determinante (Pell'sche Gleichung etc.) voUstandi^j 
entwickeln. Dabei tritt dann auch die grundlegende Bedeutuxxgf 
der Farey’schen Reihen her vor, von deren Betrachtung ich h>ei 
dieser ganzen Untersuchung ursprunglich ausgegangen bin. 


* Klein-Fricke, “ Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfuuto*. 
tionen ” (Leipzig, 1890) Bd. 1, pag. 239 —242. 


Zurich, im Mai 1893. 



THE PRESENT STATE OF MATHEMATICS*. 

nv 

FELIX KLEIN ok UthTINtiKN. 

The Herman novernment hastmmmisHtotied me to communicate to 
thin Hongress tin* assurances of its good will, and to part impute in 

jour tratiHaefionH. In this official capacity, allow me to repeat 
here the invitation given alreadj in the general session, to visit 
at some convenient time the Herman Ibdvemty exhibit in tin* 
Liberal Arts Building. 

I have also file honour to lay before you a considerable number 
of mat hemal had papers, whieh give eolleetively a fairly complete 
neeount of contemporaneous mafhemafienl activity in Uermany. 
Reserving for the mathematical seel ion a detailed nummary of 
these papers* I mention here only eertuin points of more genera! 
interest. 

When we contemplate the development of mat hematics in this 
nineteenth century, we find something similar to what has taken 
place in other sciences. The famous investigators of the preceding 
period, ^grange* Laplace, ttauss, were each great enough to 
embrace all branches of mat hematics and its applications. In 
particular, astronomy ami mathematics were in their time regarded 
as inhepnruhle. 

With the succeeding generation, however, the tendency to 
specialisation manifests itself, Not unworthy are the names of its 
early representatives : Abel, Jacobi, (talois and the great geometer* 
from Poneelei on, and not inconsiderable are their individual 
achievements, lint the developing science departs at tin* same 
time more and inure from its original seojir and purpose and 
threatens to sacrifice its earlier unify and to split, into diverse 
branches. In the name proportion the attention bestowed upon it 
by tin* general scientific public diminishes. If became almost the 
custom to regard modern mathematical speculation as something 


* UwtMtkft Hunt** nl itir o§«ntas$^ of itie Vmi^rmn »»« and Aulioj.nm.v. 
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having no general interest or importance, and the proposal has 
often been made that, at least for purpose of instruction, all results 
be formulated from the same standpoints as in the earlier period. 
Such conditions were unquestionably to be regretted. 

This is a picture of the past. I wish on the present occasion 
to state and to emphasise that in the last two decades a marked 
improvement from within has asserted itself in our science, with 
constantly increasing success. 

The matter has been found simpler than was at first believed. 
It appears indeed that the different branches of mathematics have 
actually developed not in opposite, but in parallel directions, that 
it is possible to combine their results into certain general concep¬ 
tions. Such a general conception is that of the function , in par¬ 
ticular that of the analytical function of the complex variable. 
Another conception of perhaps the same range is that of the 
Group, which just now stands in the foreground of mathematical 
progress. Proceeding from this idea of groups, we learn more and 
more to coordinate different mathematical sciences. So, for ex¬ 
ample, geometry and the theory of numbers, which long seemed 
to represent antagonistic tendencies, no longer form an antithesis, 
but have come in many ways to appear as different aspects of one 
and the same theory. 

This unifying tendency, originally purely theoretical, comes 
inevitably to extend to the applications of mathematics in other 
sciences, and on the other hand is sustained and reinforced in 
the development and extension of these latter. I assume that 
detailed examples of this interchange of influence maybe not without 
various interest for the members of this general session, and on 
this account have selected for brief preliminary mention two of 
the papers which I have later to present to the mathematical 
section. 

The first of these papers (from Dr. Schonflies) presents a review 
of the progress of mathematical crystallography. Sohncke, about 
1877, treated crystals as aggregates of congruent molecules of any 
shape whatever, regularly arranged in space. In 1884 Fedorow 
made further progress by admitting the hypothesis that the 
molecules might be in part inversely instead of directly congruent. 
In the light of our modern mathematical developments this pro¬ 
blem is one of the theory of groups, and we have thus a convenient 
starting-point for the solution of the entire question. It is simply 


I it KKEXT XTATE OK MATHEMATICS. 


1:15 


nooossury to cnuiiKTnti' nil disountimams groups whirh nr «* mu 
tainod in tho su-oallod ohiof group of spaoo-tmnsformatiuns. 
Dr. Stdmnflios 1ms thus troatod tin* subjoot in a to\f book flhfUl 
whilo in tin* prosun l papor In* disoussos t In* dotaiB of t In* hint urinal 
doudopmont. 

In tho sooond platH\ I will ttiouftuii a papor whiolt has inoro 
immodiato intmvst fur nstronomors, iiauudy. a by Dr, 

Burkhardt of “Thu Eolations hot worn Astrunounoal Probloms and 
tin* Thuory of Linoar Ditlorontial Kt|tmtions. M Thin drills with 

thoso now mothods of oomputing porturhations, wlitoh worn 
brought out first in your country by NVwoomb and Hill; sti 
Kuropo, hy Uyldon and ofhors, Horn tho mat houmtiuinn nan bo 
of um\ stuno Iio is ahvady familiar with linoar difloronltid tnpmtions 
anti is trainod in tin* doduotiou of strict proofs; but own tho 
professional mathumatioian finds boro much It* ho loarnod. IIiITh 
ivsoarohos iuvolvo indood, ■ a fart not yot sufliriontly root»gninod t - 
a tlistinnt advumv upon tlio ourronf thoory of linoar difforontml 
tn|naiitiits, To ho moro prooiso, tho intorost oontros in tho tv pro* 
Nonfat ion of tin* intogmls <tf a diflbrontial o«pmf urn in tho vioinity 
of an rstivniittlbi singular point. Hill funushos a praoliout sotution 
of this prublotu by tin* uitl of an instmmunf now to mathoumtioal 
analysis* tho admissibility of whioh is, lmwovor, routirumd by 
suhsrtpiont \v tutors, tho infinitoly oxtondod, hut still ronvorgont, 
dotormiimut. 

Xpoaking, as 1 do, iindor tho iufluonoo of our Uofftngon tmdi* 
t ions, and dominatod somowhat, {lurhaps, by tho groat uamo of 
(hium, 1 may ho jiardoiiotl if 1 oharaotoriso tho toudunoy that lias 
boon outliuod in thoso romarks as a return tu the tjenerut thinmuin 
prutjmmtMh A distinotiou botwoon tin* prosont and tho oarhor 
portod tio* ovidoiitly in this: that what was fbruiorly boguu hy a 
Htnglo uuiwtor*mind, wo now must nook to accomplish hy united 
efforts and cooperation, A iiiovomoiif in this diroot ion w as started 
in France some time siurr hy tho jmworfuf influence of Botttmrb, 
For similar pnrjioses we thivo yours ago founded in Uoriunny a 
mathematical society, mid I groot tho yottng society in Now York 
and its Bulletin m bring in harmony with rnir aspirations, Hut 
our mathomatitdans must go furthor still. They must form 
intornafiunal unions, and I trust that this present World's i\*u 
gross at C’liiougo will he a stop in that dirooiion. 




UBER DIE BNTWICKLUNG DKK GKUi*I*KN- 
THEORIE WAHRKND DKK LKTZTEN 

ZWANZIG JAHRK, 
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ZUR TRANSFORMATION F0NFTEN GRADES 
DER HYPERELLIPTISCHEN FUNCTIONEN 
ERSTER ORDNUNG. 

\<>x 

M. K IvAl’SH is DHESDES. 


Das Problem f rntusforiiintit*iiHglrir{iimgf a ii mtf/UMfrltrn Imt tut 

FnlU* drr hyjHTrlliptPnnHionrn <*rs Ur Ordnung Innlmr utir 
in wmigvn Fullm grlbst wrrdru kbnnnt. Im tblgrndru a* *11 
grzrigt wrrdrn, wir unf ( #nmd v<m Addition^ Imnivumu u*n dm* 

Art, wir sir in § ~>0 umiurn LrlirlnmltH tihrr dir Tmiinfftnimf mn 
drr livjH‘ivlHpt.isidirn Funnimru rr*trr (Jrdnung (H«u p/ig, issd) 
>trh tindiin nut Irirhtrr Mtdm d'nHnHft*rinittiuiHgirir(iung<ii in 
irmfmmdrr I*Wm nuigrstrllt wrrdrn k<mnm tmd /avur brsrhmu* 
krn wir tun hmrbrt uuf drn Full drn (*mdrs n fi. Krlzf umn : 

v A rt (//|((i*, «t ) I 


t //iT|j f tj T r .» m i tf |T,j I tf t «Tj| t nT yi , «r T J 

««*/» 

«, f »’ » * II* > # S f 

«’ - . r 1,2 


mu rjgirbt dir Vrrbtitf Itlflg Vt»U (titUrhnUg faf pug. ilfid 

Ulrirhimg f!4| j»ag 2«1a im ritirrtru \Wrk«* da* Tlmutvm; 


2 ,w ' II H n ftr*Mu r T|) £ II 

* i * ■ i 

Wiibid dir HrjdrhuiljLjrU stlit f tindrli : 


//' 
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tt »* *\ «,T H ... lit. 


L«v ; ’ ' tt, t , r t h i If,,. IV' ♦ ... a 0m , I» # !,fl | tt ml , % 1 „.. a 9m , « s »* , 

ff*"' **» • '"* • * s ’» 1 f ,,, (I. m . M rn«»d*iw € . 

fitr Ur*“»HMrn S Hind willknrtirlm gatr/r Zidil*-tn dm Ur*r»srii * 
kitntirit dir WVrfr 0 tmd I ammluimu, dir Ur»rw»*n ** Mud gaum 
Zldilrin dir drii < flrndlttngrti (trUUgr IrtMf.-ft ; 
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HYI’KUKI.UmsCHH FI”NOTIONKN\ 


! :vj 

Dan St'ht'ina tlta - (!r<">s.si , u it lauti‘1 : 

1 1 1 

5 1-1 

-A 1. 

ft ® 

2’. lh\, ((!"■', Hl.Tl) idlh- ' ((«*,. »,TH . td), 

w,» 1, •»», -r 2, m , .1, m t 10; «j : «j 'l. «i 10, «, -0. 

Dus Sahfiim df!' (IrtiftHfU <i Imit<*t : 

1110 
2 1 0 1 

5 0-1 1 

o .:» 2 1. 

4". 11^3 ((»"“, Wl.Tt) SIl'.V, . 

m | in < in i Wj I, . : m n l » 

n | - /i.j 2, « kl i# 4 ■” 4, n % ^ 20, 

Dith Schema drr (iriwsru a liitit«*t : 

l> t t I t 0 

i o i ™ i o i 
o :i i I l o 

:i o i -1 o * i 

u 5 ■ -;> i o 

;» 0 -5 a 0 I, 

Mii ilienem Addit iouathcotvm hfitigf at ilk ruj^Me da* fOl^mude 

sammumii: 

ft*' 

m m T 11 £II v A* ‘ ^ Uu* ,mt > »,T)I. «»;». 

m t -- m % -3 ##i i in| ■■■* a, m fl 1, 

III II•! 10, llj 1*4 r 20, w 5 4, 

1)ii h h Schema dm* { «tu**cu a luntet ; 

0 111 ;» 0 

i o i -1 o 

o:»ii .r» o 

3 o 1 ~ i o ■ ;* 

0 1 1 - I 1 0 

1 0 - I 1 0 l. 
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M. KBATJSE. 


4 8 . Tl% ((V e >, m e r)) = 2IIS- 5 


> (e) 

2 


((> (e) , n € r )) 


(7), 


~m 2 ~ m 3 = m 4 — 1, m 5 = m 6 = m 7 = m 8 = 5, 

Wi = w 2 = 2, ?ig = n 4 = 4, n 5 = n B = 10, ?i 7 =n 8 — 20. 


Die Zahlen a sind aus dem Schema bekannt: 


0 

1 

1 

i 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

-i 

0 

1 

0 

0 

0 

2 

~1 

-i 

0 

0 

-1 

-1 

2 

0 

-1 

i 

0 

0 

1 

-1 

5 

0 

0 

0 

0 

-1 

-1 

1 

0 

5 

0 

0 

-1 

0 

1 

1 

0 

0 

— 5 

-5 

2 

0 

1 

1 

0 

0 

-5 

5 

0 

2 

-1 

1. 

So konnten 

wir 

weiter gehen, indessen 

mogen 

diese Beispiele 


genligen, um die Fruchtbarkeit der Methode klar zu legen. 
Setzen wir in den Theoremen die Argumente gleich Null, so 
erhalten wir Modulargleichungen, aus denen nach bekannten 
Prinzipien neue Gleichungen abgeleitet werden konnen. 

Es soil nun an dem ersten Additionstheorem gezeigt werden, 
wie mit Hiilfe der Substitution halber Perioden wesentlich 
einfachere Formen erhalten werden konnen. 

In der That ausfuhrlicher geschrieben lautet das Additions¬ 
theorem : 


2 6 . m 5 ((t>w, m € r)) = sm 5 


2 




m 1 = 1, m 2 = 2, m 3 = 5 ; n x = 2, = 4, n z = 20, 

2W T [1) = V r ® +^r (2) + <V (3) + «r (1) + «r (2) + «r (8) , 

2w r ® = 3v r W + Vr {2) “* ^r (3) + 3<X r (1) + «r (2) - 
2w r (8) = 5v r {1) ~ 5^ 2) 4-<V (3) + 5a r w - 5ctr® + a r < 8 >, 
2w r {3) = 5t; r (1) — 5v r (s) +w r (3) + 5a r (1) — 5a r (2) + a r (3 >, 
= 5 r (1) 4- 2s r (2) 4- 5s r (8) mod 4, 
g r ® == 3V 11 4- 2s r w - 5s r ( 3 > mod 8, 
g r w = 5s r < x > - 10$ r < 2 > 4- 5s r ( 3 > mod 40. 


Aus den letzten Congruenzen folgt: 


a W 2a @) 

g r (D mod 4, g r ® = mod 6, g r {3) = 0 mod 5. 
o o 
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Xrt/.nn wir tin Sit‘lit* von : 

r s 5 , i*|^ 5 iv'sp. 

n 1 I 1. n ’ ; 1. 

m* urlmlUit wir: 

v V»r!i !£ i 11 lUb 

C tt*unu s<> wlrcl: 

2\^,nM r Sl ( r»rn « * 1? - 1 lt^ 5 

2\^.U r u \TM^t r*' J \2r 


<! * 


IV" 

♦> 


di W *\ti,TU, 


u tO" ,/<„T H, 


If 


-■■E !U>,‘ 

SH»*n wir dnltrr: 

ft -V> a lO ,1,f \ ttr 4 \rtiVhaU^ ‘.."irlt « - 12 , 3 +, II, 

t§ 

Hu winl: 

2 * ./* .. i l I *V* |i| f *’ ) 11 W ® , li, "T n t «Hl, 

wohfi dir Uronsnu gmi/.r Xuhlrn stud, dir d«*u ( Vngrurn/.rit 

UrUiti;** loistrn : 


iU Jm*d 2, t|, f % \ 0 lord 4, vj, ” 0 mud fi 


Dirsr Form 1st srhon hrdmtrud oitifHrliur, wit’ dm nrsj»rtiittf« 


lirhr, wir 

kr.imr 

n nltur 

noth 

tiiiuii 

Stdirift tttdfti* gtditii, Wir 

srf /,tit HU 

Ktollr 

vuii: 



* 


I't *\ »*» 

b 

?V\ v. 

* . rf 5 

tVHjl. 

*'i' § 

T,J 



Vr 8l 

T, a. 

2 ‘ *’* 

1 k r lU , 

>V” t ‘ 

2 * ,v 

11 1 2 ‘ 1 T,; * * 1 2 ‘ 

Hu Hiidrrn 

boh «' 

‘l S , Mf ** 

*VM|l. 

uni 2 r, 

2 t,. 

t dilrr 

hulrlii* 

it t "msfiutdrij rrlmll 

rn wir: 


2 4 ,J\ U£, s * **•"**> U^*(*f* | fi * * n f i 11 ,,,,,, i*.* i, 

wuiiri j^-hH/,! bf : 

MVni: t flrbril^ Ur \ .VrH, « t 01, 02. 2, I. 
mid tilth firgfi! h «• Zrifllrli fill* I t i 02, I, das J«r 4 fnr fill <#. U|, 2 

/Jt Wfdihit |h| s 
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M. KRAUSE. 


Genau so wird: 

2 4 ./» = 2,_„- w+ - w +- w I».[9W]((ti»w,n.T)) ... (10), 

wobei gesetzt ist : 

/a = ^4 ((*® 2r)) 2 ± * a2 ((i;W t)) ((*®, 5r)), a 2 = 4, 03, 3, 04, 

xind das negative Zeichen fur a 2 = 3, 04, das positive fur a 2 = 4, 03 
zu setzen ist. 


Ebenso folgt: 

2 4 ./« = 01 11 % [yw] ((«,<«>, «,r))... (11), 

wobei gesetzt ist: 

A = ((^, 2r)) 2 ± *«,((« w , t)) *«,((*#, or)), a 3 = 23, 13, 24, 14, 

und das negative Zeichen fur a 3 =13, 24, das positive fiir a z 
= 23, 14 zu nehmen ist. 


Aus den erhaltenen Gleichungen folgt: 

4 (/i -/* +/*) = m Q/ (e) ] ((™ (e >, n.T)) .(12), 

wobei der Strich an der Summe bedeutet, dass nur iiber diejeni- 
gen a zu summieren ist, fur welche sowohl: 


als auch: 


a 1 < 1 )+ai cs, +^L (S, J 


a 2 (1) + a 2 (2) + &> (3) , 


ungerade Zahlen sind. Es ist dieses die Schlussform, die wir 
erhalten wollten. Setzen wir die Argumente gleich Null, so 
erhalten wir eine Modulargleichung, welche das Analogon zu der 
bekannten Modulargleichung der elliptischen Functionen ist: 

^ 3 (0,2t)(^(0,t)^(0,5t)H-^(0,t)^(0,5t))-^(0,2t)^(0,t)^(0,50 

= 2^(0,2t)^ 0 (0,4t)^ 0 (0,20t). 


Dresden, Juli, 1893. 




CONSIDERATIONS gYnYrALES SUR LA MKSURE 
DE LA SIMPLICITY DANS LKS SCIENCES 
mathYmatiques KT APPLICATION A 
L’YVALUATION THYORIQUE DE LA 
SIMPLICITY des tracYs 
gYomYtriques, ou 
gYomYtrographie. 

1MK 

KM ILK LKMOINK A PAIUK, 

L lI nk vrritr mRihrmaftqttr uVst ni simple m mij4itm 
soi, rllr rst. (V qui mms fait la regarder nuume simple mt mum** 
emnpliquer, rent It* ehrmiu four! t hi long «|tu- tiutiv esprit, hi 
part ant dr veritrs experimriitulrH. dr uetimt.H elrmrntaiivH mt 
<i*axioM4*H admin drnom mations qui.au fund, a mmi n\ K tvprr 
sent rut. rxitetrmrnt la menu* rhosr a du pmrmmr peur \ urn ver, 
11 mt' Humble 4 ju'it Hentif tbrt iutereMmiut dVtudirr res vm*^ *1 
dVvaluer la lungtiettr dr rrllr qui est neerssuire, h tin moment du 
developpemetif srirutitique dr IVnjirtt hnmam, pour urmet* it la 
ummatHMUtar d‘une vrritr mat hrmutique qurlemiqttr, Lr mo\m 
qua noun allonn indtquer pour rein, rut faeilr it employm*. nmb* 
lNruvre rxigrmit tin travail nurddiValdr, ai l\»u vmtlnt! qu VUe 
suit iirhruV; jams nuns propnsnus, dans re trnvail, d^uppliquer 
bider throrique qui rtmw guide it uu petit domuiue dr la mu 
tmissnure: I’t'tuttv dv# t run's tjrumvtriifurs et dr monti er riftipojl finer 
ef rimtttmdu drs reMiltuts pmiiqum «{iti amiimat d‘uur etude 
tiintr speetdiitive. Avaut dabordrr imtre mu jet noun \ nulme* 
reprudanf* ex poser forieveuieuf. qttrlques euftHtdemf totts gem* rule.M. 

Soieut A » /£, (*, rtf. Irs rrritrn twfnh'imrntirfrn oil nut inn# rh'mrn 
ttiirrx itdmiseH rotnme base d’unr sriruer mat hiUtmf iqm* determine* . 
tuque lie doit nVtt dednire ennuife par minnum* meuts. T*»um lrs 
tIt***UVtltrM qiti mintif ttrtlf erttr Hrirftre sr dedlttroffl dr A . If, i \ 
par voir syllogistique, \»*ir qui* tl* : hairans«“»* dr lappanul dr la 
tugique smlustiqUe du ifio}f!i Age, est lit setd** w\u\\Ht* dflin nu** 
htirtin* m<iihrmat u /mi 
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]£mile lemoine. 


Les thyorbmes qui dependent immediatement de A , B, C ... 
seront dits du premier ordre; ceux qui ne dependent que de 
A,B, C ... et de ceux du premier ordre seront dits du second ordre 
etc. Ceux qui ne dependent que de A, B, G ... et de ceux d’ordre 
n et d’ordre plus petit que n, seront dits du (n + l) me ordre. 

Dans le tableau g£n6ral d’une science mathematique , nous 
dirons que la simplicity dbsolue d’une proposition ne depend que 
de son ordre, et que la simplicity. relative ne dypend, quel que soit 
son ordre, que du nombre d’diyments syllogistiques—eiyments que 
nous definirons plus loin—qu’il a fallu pour l’dtablir, en comptant 
alors tout thdoreme prycedemment dymontrd comme s’il 4tait une 
notion eUmentaire. II est yvident que l’on peut ddduire de la un 
moyen d’apprycier la valeur didactique des mythodes employ4es 
pour l’exposition d’une science mathematique et, jusqu’& un cer¬ 
tain point, une sorte d’ychelle d’avancement de cette science. 
Tout cela est, comme l’on voit, fort simple en thyorie, mais se 
complique singuliferement dfes qu’on veut l’appliquer. II faut 
d’abord ryduire la dymonstration de chaque theorfeme k une 
dyduction n’employant que des syllogismes simples, des sorites, 
des polysyllogismes et ce n’est pas ainsi, du moins dans la forme, 
que prockde le langage mathymatique. 

Prenons pour exemple le premier theoreme de la Geomytrie, 
(ordre ^exposition adopte par Legendre). 

Yoici la ddmonstration textuellc que nous trouvons dans le 
Traiti de gdom&rie 6Mmentaire de MM. Pouchy et de Combe- 
rousse (6 mo ddition, 1891, page 7), traitd trfes universellement 
suivi en France. 

u Par un point A, p?ns sur une droite DC, on peut toujours 
Clever une perpendiculaire AB sur cette droite et on ne peut en dlever 
qu’une. 



En effet supposons qu’une droite AE fig. (1) d’abord applique 
sur AC, tourne autour du point A dans le sens de la fleche. 




UKOMCTItutJUAWlIK. 


Hd 

Laugh* EA t \ uni mi duhut, urutfra muM nuitumt, taudis »juu 
laugh* ndjmvut EAU dintinttum sans ivssr ut tintm par ^ aunuh r 
lor.Mpn* ht droits viuudrn s’npplhpiur sur Alh Hour faugh* EAi 
d’nlmrd infnriuur a faugh* EA lK ditVuivra tit* umius »n urnim d»* 
cut anglu, lui du\ iundra ugul, puis h* surpussrra du plus «*n phu> 
1> nprus ruin, panni lus positions sutvussh us dr la droitu A E, il 
y uu aura mu*, ut unu suuha A H % |m» ur hnpiuliu 1 **h nnglus ndja 
<vuts HA< \ HA !> suront ugnnx, uVst-u-diru pour hupiullu uuff u 
droitu sura purpundindairu sur Ut V’ 

Vniri mniutunnut uuitr duiuoust ration inisu sons funiu- m ltogis 
thpiu, 

J’inmgiuu unu droitu A E d'almrd appthptuu sur Ai * ut ju 
HUppu.su gnu urftu ilruitu timriiu antour dn puint A duns lr hui^ 
du la ihVhu; jr unusiduru n ultiupn* instant du inouvumunt lus 
duux uugluH EAi\ EA lK 

l r,s VntmssK, 

Lurstpiu dutix (plant if us <m granduum *pd wtriout m me me 

temps d' une ftteun t'nnh'nnt\ sunt futlus (piu la pruiniutv, part nut du 
/ri'u k rruit uoustaumtuut * faudL ijnu la surundu duuroit unustaui 
turut ut, urrivt* k /.dro, il y a toujour* unu wduttr ut mo* m*u!u pm? 
hupiulh* ]us dtiix ijuunt itus sunt ugalos, 

*2 nm VntMIHsK 

Luh angh's EAt \ EA 1 > sout dm v grandeurs remplisNuut run 
ronditinn*. 

( 'aSi'lVsluS. 

Demur 11 y a toujour* unu posit tm AH dr A E pour IinjUrllu 
lus duttX HUglrH Hitlit rgaUX ut ruttu position rst unhpn*. (\ *J. t. d 

La duinuustrafi“U ptvuudmtu cniupivutL roututu fotttus h- 4 
dduumstmtiuus gihiuii’tri«pius tui*r* sons la h»rmu wy llogisthpo*. 
duux pnrfi**s turn distinufus, «|iiu j apprltu !* ut l*\ 

1 )a*lH l\ uu U* Uist lit u utl fun \urif?e <p|u h'S duUUurS sr t |"utn « ill 
cliuis rurtaiiiuH ruiidit iuiis, apivs in nit’ fit if uriiidmu* hjpufhrMri uii 
rurtainuH uunstrifutiuitH auxiliairuf. 

Dans E\ UU^ uulidit lulls runs! Itti’rn, full nr srll du pi ulltl H’‘r i 
tlrHiptrUus uii mnulnt h* t hr»»iuUir ulnivUr, '-h * 1 1 par un s\ Ihansm* 
^implu, suit par unu Miifr du h\ llugisiuus 

Kn miiiuitan! niit^t h*^ d**un*iu4ratn>ii'< it In f«*niir ll^gis^ 

fit 


c\ f. 
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EMILE LKMOIXK. 


tiqur, on voit d'unr fa«;on Iron tdanv qurh U ohjvts mathk 
matiqurs dont il faut avoir lr> drtiuif »*t qurllrs m*hi Irs 
notions iUmenUtires qur Fun mlmH, drfinitions f i n«»ti*«u^ *jui 
foment la base do la arirnrr, 

Dana Fexemple quo nous venous dr truitrr* la parti*- /* m*»utie 
quo Fun admet inn* definition tin paint, dr to tvjne dnafr, dr 
l-an (fie vt que Fun uerepte eotuine nation demrniotre Fidrr dr 
monmmmt et eelle tit* continuity. 

La partie P* est tin simple syllogismr d**ut L premier term** 
rut la notion yiementaire: “ Lorsque drttx quantiles mu ^randmrs 
etc. ,J 

La simplicity ulmdne on I'onire dr la pr»‘p<«Mturn dem*>nttor 
est evidemnnmt l; eherehous ,hii stitipltetlr ivlufnr 

Noun avotiB dit que In stmplirife ivkitir d'un** piop..^! mu 
depend du nombre d % elements sifllopistiqnes «jn*il a talSn p*mt 
Fetablir* main nous tFuvons pan drfiin rr qur appekn* wn 

element sifllof/istiqut\ 

JuppeHe element stjlhojistiqoe nm* qurieonqor dr** parti**** mn< 
stituti ves (Fun syllo^isme simple t*u e»in11ris#* r! ,au vu rloepsr 
eonsfcatation ueeeHsaire pour rwuener Irn drum-*-, a » ntirr dan-* Ir 
syllogisme. 

Dana Fexemple qite UotiM Vrn*»U* dr dt*lili*’i la jiitflf*' I*. 

“ J’imagine urn* droite A K dahord applique*- ,-tr" rompter* 
pour im iliment syllutji4iqne puisque rest mo- simple **MHnt sit.it na* 
La partie P , qui ent uu tfytkgtstue simple, **«<mpf em punt *l # 
puisque le syllogism** simple ntfuprrtitl tmi* tdi-meut* %uir4y 
deux premisses vt une enneludou. 

La simplicity rdaiim dr in proposition demoutn’** rs? done #, 
Cv ipti precede est fort simple mnk qnotqut- Ir devrkpp* unmi dr 
Fid(*o quo nous avous rmise eompitqur rapidem* ni Im rlimm, erf* 
Buftit pour montrer allurement In muri'in* h Mini,-i »d>u t^m rr 
tpu* noun vouIoiih fain* ioi. 

(il50Mj^THOIIUAPIIIK OE AltT LEH **<*NS i#LuMi5flU^t'En 

II. Lnr idrr iuial<^ui* n rrlltr tpir ii«»tt% *|r ir-minn'i 

P° ur 1 etude d(‘H raihtiliUrinrUtH dnm IrH f|§s|ftt*attsittqtlr^ # 

donnr lira a uu umyru trn** niutplt* dr niiiipiirrr rutrr n im 

point dr vur Hprcnilatif, Irn trund grtiiiirtriqnrH, »*t riindnii n nur 







UKuMHTRiHatAPHIK. 
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snrte devaluation tit* lour simplieitd ot do la probability do lour 
exactitude dont la pratiqtie pout profiler d’une fa<;on eertuinement 
inatteudue, puisque noun album montrer par .son intermddiaire qne 
It'S traces donucs seculairemeut duns toutes les geomet ries elemen¬ 
tal res dopuis las ( dvrs, soul trop compliquds et tjtu* nous en 
domuTons de phm simple** air me pour mener par uu point unc 
purullMe a mu* droit e. 

Pour etablir not re theorie mats nous plat;ons a un point do vuo 
tout it fait specula! if; nous u’avons nuliemeut la pensee—que 
turns croyons tin rosto impossible k mdiser—de suivro la pratique 
muum'llt 4 du trace, iuhih fa 1st ms des conventions pnrtieulieres, turns 
admet tons dos hypotheses avec lesqnelles nous editions la (ithime- 
tmtjmphie. Do meme que dos conventions et dos hypotheses out 
pormis de order la Memuitpie mtnmm'th' qui, quoique tnute spoon** 
lalivo par rapport h Fart do fingemeur, viont oopondanf souvont 
s^uidor K* pratioion, de mdmo—si parva licet componere magnis— 
la Uvmtietrwjraphie *pdeulativo guidera utilomont celui qui traoo 
mu* dptuv. 

Jusqifioi on Udomdtrio on no .Host omipe que de la simplieite 
do Vrmmer d’une must motion; an point do vuo do [’exposition do 
lit Udomdfrte eVst oo «pt‘d faut dvidemment continuer a fairo; 
nous idavons point d’autre iddal i\ proposer* et si par exemple, 
dtant donud nno figure dans buptelle il ex into deux points A et H 
(determines thtWiquemeut qunnd la figure it lnquelle tin appar* 
fioiineiit est dotmf*e, nmis tjui soient oompliquds it fixer le compan 
a la main)* Fon oheivhe un eortain point inemmu X nous dirons 
bien quo la solution ost simple didnet iquement si le geometre 
nous demon! iv quo *V est tin milieu do A /#, main la fixation do oo 
point X on patlant dos denudes, pout etro fbrt compliqueo s’il 
faut d’altord luhnrieuMomeut plneer les points A et H eousiddres 
oointiit* dottnd's paroo quo Fon sait qu*il i*st possible do les determiner. 
Idtiti sVsf iofijttitrs oeenpd dt* re genre tie simplieitd, jamais do eollo 
dn trued n : el of rest olio quo mum enviungeons exclusivmient iei, 
Notts la eousiddrohs* d’aillours* uvons-nuus dit, k un point tie 
Vile toll! Hpdtudatif puisque ItollH sUpposoUH tons les traces do 
droites et, tit* retries dgalement foci les, cost noire by pot hone 
fimlamentalo et olio imptique que los instruments sont aussi 
potifs on aussi grands qifil est mVessaire* quo la fotiillo tl Yqmre 
a aussi toujour* tos dimensions qui sent utiles, quo los points 

10 -*1 
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detenuitit's par rintersertioti dr dnt\ li^u* ^ -m? a u*s\ hi« n 
determines lorsque Dingle dr res deu\ Ikife-M » s? u f ^ anpi ,p Jf 
lorstpi’il est droit ; nt»ns ne roiupter«*ns pus ihfl» j* inm# ni tm# it h 
petite portion trarer tie dreife on nn»- tiv* gland? , ns? p»-Uf ,ar 
ou le rerele tout eiitier. Doiuiom muintrtiau !r ijr r,»nf 
expose de not re theorie. 

Aver, uue regie, an point dr % lie * In tnirr, mu in p ei fain -pii* 
deux operations elementnires; 

1° Fain* passer le herd de la re-^h par un p-ue , r\ si nnr 
operation que je desiguemi par H % ; tain- j l F»,i4 *1* J 4 

Tingle par deux points doniirs s»*ni a lor* • 

2° Trarer la droite, re *em ! ope*nfmn It 

De memo aver im roiupus i»n n*- pnn lair** pin* ?n **prrai 
elementaires: 

1“ Mettre une poiufr , n mi jo*inf d*»nn*\ opriatmn «|?ir 
appelous (\ % 

2 m Mettre nut* p»»inte eu tin prim irnMn m m ,* dun*- h-n. 
trarer, operation : D., 

3" Tram* lr rrrrle, operation : t\ k 

II suit dr la ipie omiiM rue? am if*- la < **•,,j U rn i< t \%n* 

drs Urers, rest a-flire de la dnat* . t tin oi<i .«n «p j 4 Jr j t rt 

du rompas sr re-aimmi par le *yml»ojr ( 

op, ojt^ f iji t fj * ij \ * u'^' 


op. designant, potir fiUtrgrt\ lr in**? alma 
Les opera! loin fi i% C ti t Jii.iil ii-f| <<j«erat} *11’.? d* j«jr|i;i!‘Ji! j»,u. 
ii., ( f j fes operations lie tran*. 


(Via j»*.p lu u..i«»nv I, . \ • j,. ,.,,,,5 

d'uprmtionH ttemt'utairvs, *.-n» »v .jti.- U“H > .tj.j., J, ;f 

(It? htmptu'tti', «tU Jiulir ; hi .vimpfwitr 

Niitw ujtjtuv.iUN ••urt.i-r- sn: j.-,ii.\ >;t;u n- ■ i4 .;H , r i, 

aj)]tm-iufi ( ,n |.muai!n-tv h J, , .j„., u , /.■ I: 

r, t'i, f \ Hunt (|i-s unii <-m ;n«'ln'hlii.- * 11 * 1 - , j, 

Hull HUftlTJitihluf* ll <•( l'c t*\ i !; } , iU . • ]i< ■■ , 1 

il **nt iuiitih', it iiuti-f ji-.iiii 4 . uiu. «i<- .j , •,» , 

{)1uh mmjtlu ,.11 iifiiH Mit)}.!.■ (j n>- r,-b j, ,,4, 
du Huns, cur la fit.,*,. tiujH-iiti, J, , 1 J;, rt ;, , 

cumUtiuns jiitrtiuitiiuri-H <|. . 5 . J,, ( : , i : , lt 

Humtiit: (•oijficu'itt ti ,,n on ,, u 
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voit farilrmmt, t*n y ivilrrhissanf un jm»u, t|Ui‘ luxartitudr du 
trac'd nr drprnd m rdalitr iptr drs oprmtinus dr prrpnrati<>n 

4* 4 srmnt rrspretivnnrnt lr nutubrr dr droitrs rt It* numluv 
dr rtTrias tmrrs, 

II srrail prut rtrr phis logiqur dr dirt' qur /, f 4 t 4 *F/*•+■/% 
rt /, -f /j *f 4 smit Irs eoijjicients de cumjdieatitui rt d' iiawatiitmle; 
inais (‘onmir il ur s'aj^it qur dr uuds, qur d'aillrurs Irs rr.su I tats 
rhrrrhrs sunt la simpliritr vt lVxiu*titudr, nuns avuus prrfrrd Ir 
mpprlrr par Irs drnuminat iuns. 

Four appliqurr ikrilrmmf rt rapidement ors ruustdrratioUK 4 
lanalysr d’unr mustmotion, on rtudir, tun* fuis p«mr toufrs, Irs 
qnrlqurs rtnistrurtions foudumrutnir.H dr la. (Jromrtrir tpd sr 
rrprtrut runstnmmmt dans Irs runstrurtions, rt, l\>u drtrnuinr 
Irur sytnholr. (V Httiii symbulrs* simplifirs trrqurmmmt par 
IVmplui tit* Itgurn drja irardrs sur ! rpuiv.qui srrvrnt 4 drtrnuiurr 
lr symhuh* total d’mir runstrtirtiuu duundr. 

La prutiqur dt* la t* earn et rap raphie ubn fait- rrruunait rr am* la 
ptits tjrande surprise qur Irs runstrurtinus fundatnrntalrs univrr* 
xrllrmmt adopt rrs drpuis Irs Urrcs dans tons Irs uuvntgrH didar- 
tiqurs dfairut tr<»p rumpliqubrs, tlr Irs ai r**print's rt jVu ui 
tnmvv dt* phis siliiplrH, qUrlqUrS-Unrs dr prU, d aiitrrs dr plus dr 
mutt id, Jr ut* puurrais, sans augmrntrr d’unr fa run ddinrsurrr 
l rtriultir tit* rt* indniolrr, fair** irt Irt udr ruuiplrtr tlr la qurst h?u, 
main j»* vain dumirr tpirhpirs rxriiiplt*H qnt prrmrttr*»ut an Irrtmr 


tlr fixrr s<*ii opinion. 

I, Tnicer urn? dadfe tpielvanque ...,*>p, ( H x I, 

II, Tracer une dndtc par nn paint damn-, .up, < H t | Up, 

III, Tracer une dndte par drier ptdnts donncs,, ,up, |2/iVf /4)* 

IV, Tracer an cercle tpielrawpie ... up, (t\)< 


V. Tracer an cercle tptelnmtpte de centre dannc up, {( \ t 

VI, Prendre a rec le raw pas une lantpienr dan nee AH op, 1*2^1 
puisqUr r’rst ifirffrr UtM* puilitr Hi A v laUtlV Hi H \ ttofis fiTuflS 
rnnurqurr 4 rr prupus qur rr uVst pas }a tttdttir rhosr pratitpir 
Went *\v mrttiV Itftr pttiiltf* Hi A rl 1‘atitrr puilitr ril H lursipir la 

prrmirl'r rst inailitrliUr Hi A, IlilUH a iluin* print dr vur spiadatif 
rVst tuiijfairs dans Irs drnx ras 1 updrathm tpii wnA^tv k mrttrr 
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ime pointc stir un point durum. noun m- n»<ib uooup,.ns p^ «|.* b 
realisation manuollo, 

VII. Porter snr une droite d*aut*e a partir tl'-m p*int in 
determine de cette droite tut it parin' d'nn p d if d> te> mm* dr rdf, 
droite la lout/near comprise eat re its hranrhe^ do ca-npts-., 

op. {(^ 4 <\) ou op, (C f t 4 bj. 

VIII. Porter ttne tonpueur dunnee opt'd luu! ptvttdi* n\* r b 
compas) sue un* droite don tire d poetic d’nn p-dnf md* form ib* #/ f 
cette droite OU d purtir d'nn point d* termin'* de rrf.fr d> Tr 

op. (2(/j 4* 1 j 4 I 4) oU up, (11 ( \ 4 ( \\ 

IX. /J*WJ point donne Com me centre ilrTiu' sr, rrr *iV fir 

donni .op. (%t\ + ( f J, 

Doimons muintuunui dotu r miopia d'nn*' riml- n* rumi! m* 
feions fondamonttilos of do lour Htm|difioitu»>n p-mlb- 

l” Metier par III# point A prin /mr,v ti’une b.-rfr ||# 4 

parallHe a cette droite*. 

at,\Hsnp I 

a . Jo drain lo oorrlu /I {/b $jm mttp*- /P 4 * n t 1 ,,p ?*’ , r, 

jiMldons lo oorrlo bf/b *jni omiijh* /|i ‘ ,i 4 /*,, ,p < #' * r 

jo proiids/Id ...,, ,,,.. , , ,.|» ? m b 

jo drain U{HA Ppii ouiipr A 1 /b b *ln jibim ra, 4 /p 
U Ui * d........... . . ,, ..j. 11 * f 1 1 . i f 

jo tnicu* A!) tjni ont In puniUMi rhncbr ., ,. .,j« * 2/7 * /*'. 1 

Eli tout: op, (2 A*, f /*, ** r%i\ 4 mb 

Simplicity II ; tnmofbtftb 7 , t dmtir, :i rad*-* 

At Till: Vt.t's nlMl’M. 

Ik Pusanl utu* jMiinto du on lump^s t* p§, 1 |i,*$ni m|n plmr 

ran tro on A, jo trmv Otbdf ..j, , f , f b 

0(0A) ouitpo lit* on H i*t r$i (\ fo pr» |fj , ,,p jg* 1 § 

jo tnioo (/#*'! 1 fjni ouiipo ft iUA 1 %-u it An m*a **«■ 4- In 1 

cjuo d . *•*«*•»•• *<•*».*.. . ., .. . v.p »i # , 1 

jo traoo All ijiii fHt la parallM*' ob-iohor Si | lt 1 a/** s 

En tout: up. i27n 4 b, 4 4 f \ > jrb 

Lit Iwtnir 1*110 4« foirr, mmmi !« n*ir s -j » ,» | ^ 

qm mm mmmMmnm, Vum a-a 8 ‘ ( |- &3 ^c r, s ai* , ,7 

d m k rirciinSroiic# 4« mum n rl 4» tawn ,| r t!k% , 5i ^ , 
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Simplicity b; exactitude 15; 1 droite, 2 re re les: 
et ee n Vst pas, pour ee probleme, la settle construct ion qui exist** 
et tpii suit plus simple qtte la (‘oustruction elassiqm*, 

2", Constniire la moi/enne proport ionnelle nitre <lemr droites 
do wees M et X . 

MKTHOUK OLASSKjrK. 

a, 11 y on a plusieurs, main jc ehoisis la plus simple qui est font lee 
sur cette proposition : 

Dans un triamjle reetamjle la perpendwuta ire ubaissee du 
Horn met de l'ample droit mtr l'hypotenuse est mop mine proport ion nelle 
nitre les demr segments de Phypot/muse* 

Jo trace' une ligne *1 B sur laquelle je premia A B — M % BO** X 
les points A t B, (* ho snceedani dans 1’ordre /I, B, f 

t*p, { li«2 *¥ o( # | -f t ^ 4" it j); 
je deeds un cerrie sur At 1 diametre en utilisant, ptmr prendre It* 
milieu O do A t \ la rireonfdrenre A (M) tmeet* ptmr fixer le point 
B. (Via fait sur la construction generate mu* economic tit* 

<\ + i'* .......mp.(2/i > r f/?,4.afW 2 a,I 

An point B jeleve mu* perpendiruluire sur AC qui ctmpc 
0 (tjt 1 ) en D: ptmr clever cette pt*rpi*ndiculairt* economiquenumt 
j’ai en sum on trat;ant B( X) p<mr placer (* dt* murt|Uer 1<* second 
point. ( t*u B(X) coupe At*; la perpendiruluire est alors obtenm* 

par It* symbole......... op. (iB t 4 * It 2 4 it\ 4 it X* 

et la mojvnnr proportionnelle eherchee BD cut obtenue, en tout 
par It* symbole : op. (4 B x d- J/4 4 j I Of 4 * C/ 3 f iW'A* 

Simplicite 24; exactitude 15; *1 droites, b ceroles. 
il y a de uombivuses constructions plus simples qur la t*tm» 
struct ion etassique; turns dunmms settlement tci la plus simple do 
CeUeH t|Ue turns eunnatHHuns, 

AtTHK MS'lTHoDK fiKAfTori 1 riVH SIMH.K, 

In Suit M la plus grande don deux lignes M et A*. 

Je tract* tine droite quelrouque A It ,... op, { /fq; 

A btant tin point queleouque hut A B t jt* tract* A (M) qui 

coupe A B on B,> ... ......... op, (i i\ 4 (\ 4 t *,), 

je trace B(X) t|ui coupe BA on < * entiv B t*l A up. (tit \ \ ([, h 
je trace (UXl qui coupe B(X) on V et ty..,op, (t\ 4 t\\, 
jt* truce PQ qui eollpt* A [M) eti // ......... tip, t 2/A f /f.|, 
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BHy qu’il n’y a pas hosmu «!*■ ?r.nvr. » . *•-mino **11 I*' v* »u 

faeilomont, la longueur oheivhoo; 

Elk* est obtenue par lo s\ ud»«*k- ; 

«*ji i ‘21/. * 2/i\ * lit ‘ * i \ , ;ir t 
Simplieite 14; exactitude B , l! di«*tn-*H, II »•, i * a I * » 

11 y a rnroro, roiniue jo lai»It f, urn- kmk* u .in* i* n i nr? |.*in 
beauroup plus simples quo l**s construct mm pi*-v,, Hll»*^ nV 

vaieut. pas etc remurqudes pate* quVIlos jo* ^mt jms phis simp}* s 
a exposer, quo los gdometiv* nut nicut jam m pom* n s'.mvuji* r 
(It* la simplicity rootle des trneos, ot qnbl u'v .n. : u? *1 111* • t ■* # % mn*uu 
erifmum pour luppreoier. Nous in- mb-imo* pin-* qn'un «-\«-iisj4*•; 
main eonstatous quo /um.v /oa* /rm>* »{,>. OMjrno-ii m* t>mdam» nuk s 
tie la (Jeometrie out dte simplify * pat im?n* u\* 'h*-k- 

Hi Ion Vi*ut tlirisrr uar tir^iie * . »■ *' *•' >• ,? ’ r * > if 

faut on employant In imtlmd** elm** * p>- i -i < ;# k* * npp*^*- 
eomhute deonomiquomonf sunmi! los piin*dp-s d* u tiV.o^r-fr*. 
tjntphh*) il faut t dkjo* pour * 4 »!^mi k » *l»-u% s.ibifmm, nnr 


construction donf le synalmlo a p-*ur •imp);-;’* *7. *j .pu 

le trued do ,1 droit oh »•? d»* s o»*tvk , mms »n • nn p md 

nombre do plus simples *pe la e , a u y\ Wi 

simple do eelles-ei n tin h% mltuk dmn \ nmpk-on < •.* Hi **? f p U 
nVxige quo le trued d'mie dmito ft d* I .Tod-i ’ 

(Jt*H oousiddrationH m'**nt amidm* a ki «n dom 4 nil mi 
vdritnhlo d<*s oon^trurfkum i i4 *ir-i , 1M n 

dldganco pruprt\ ot proH»«nt»^ nn gi^nd y t r‘. .* . M n 

dtudo tjui fkrtiio on rdaltfd la n- n Mr . p, »j, ir k.pp^ 

meat do la question soruit tr»q* k»inr a **%ji j 

Pour hion umntror la dukane^ «• ■.« ra ^ ]]** .,%‘n 4, A *. u * u j,^ 
simplietk* do roxjaisitjuii ot Li ‘4io}do*in 1 I U ^ m Jo n% . m|.^ 

eneoro lo fait Hiiivunt, Xmuh *umiw» # ?udo, ^ o ,n. rk» 

viu,% fjunitjuoH HohttiiuiH tin o^k-hio Tip il nro' 

CoUHtrturt' ttno oirotiiifdioueo fajigisfr u> >; * a* >*nb wu '* ^ 

doimdoK Parmi oiks il y 4 t » ir i 4J4te:Sit n po dn* a 

Bolnllior ot Uergotinm piiifuin nir-r o i„u%,ii jo.nr «**n 
oxfrtimi! tddgnnoo ot sun nigdnnn*tfd; il % ,-n .* n i r .mii,. r v-t 
la promioro ( jo ornk qui fill il.iiiiirk* do jio44-no^ pm F I 
main olio ost dvidomiuosti }*omi*s*np tomim f ,r (V; |» *|«- 

litibillior ot Uorgonuo, Kb Wn * :«u jonnf «!.• mr 4 »- dn \tm •*«. 
cost Cello do Vikto *{HI, ||.- ftonneonj^ , 1 ’mho f,* v „n pnonak^, k 
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plus simple et par consequent la plus exaete quund on a le rumpus 
a la matin, tie lea ai romparees d’abord dans le journal Muthvsis 
I88 S, pages 217—222; 241—2-1*4. .Petals aWs nu commencement 
tlu mes etudes sur ee su jet, et je nu mu doutais pats que toutes lus 
constructions fundament ales tlu la Geometric etaient largemenf a 
simplifier, je navals pats, mm plus, encore pose les regies tie Fart 
dus construct ions ; void lus chi tires que j ‘uvnis trouv rs. 

Solution tic Bobil 1 ier ut (lergonne ; simplieite, on nombr<‘ tie 
const ructions elementaires : .100 ; 8! droites, 112 cercles a t racer. 

Solution dc Viete: simplieite, dill; 11 droit es, 84 cercles it. 
tracer. 

*fe suis rcvcnu depuis sur 1c sujet dans lus Nouvelles Annadus 
<lt* Mathematiqucs 1802, pages 410 ut suivautes, ut jut obttmu 

Solution <lt* B<d>i 11 i<*r ut (tergonne; simplieite, 010; 00 
droit es, 72 ccrclus a t racer. 

Solution de Viete; simplieite, 204; 20 droit es, 18 cerules i\ 
tracer; uombres diminues tons dcnx par I’application ruiaonnee tie 
la (Jeomctrugraphie, main tons deux rustant a putt pres thins le 
menu* rapport que lus deux premiers. 

La thuerie des nombrus s’iutnuluit a rhuqtte instant dams la 
(immvtnprtiphiv: ut, eomtne la chose pent paruitre ussr/, siuguliere, 
a priori, je vats t*n donuer tut exemple, que I'uti rencontre tout an 
commencement. 

Si, a utant un ttombru quelenuque determine, 07 par exemple, 
Ibn hc pro post* do tmeer nne longueur tpn soil 07 fois turn longueur 
doimee, on voit imuiedmfement ttttr solution et Ibn trouvura 
faeilrment tb*s simplitietitions a la met bode generate lexquellea 
ameueront h trottver rette longueur tv plus aimptvmvtit ptmiblv 
(htus tv cux itv 07, mats qui m* eon\ it*udront tmllement a resoudre 
le iitutiiu problem** It* phm mmplnnvnt pimsihlv wi n n'ust plus 07. 
Aiud muiH nu ceuuaissoim pas tie solutitm pnivntlv tin pmhleme 
suivuut : 

Ktant don nu um* longueur AH % t run \ or tv plan simptvmvnt 
puHsihlv tine longueur tpti StUt n has AH. 

< '*• probUmo revient a tm problem** sur lea nombrus tlu menu* 
genre, mats plus eompliqne qtte |e stiivant post" par M. lb*llae et 
qitl u'osf pas resolu. (Juvt vni tv nmultvv miniumm ftv nmtiiplirti 
tinny nrrvsHttu'VH pnnr rtwvv tv numhvv A r) t<t puinmnicv n ! 

Nous fiVotfS suppose quo IVmplot do PeqUotTe lief ait pits 
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ad mis ; si on veut I'employer cVst imr u*»u\»41e ef ml*' a fiuir, <pu. 
outre les operations element aires <1** la regie » t tin e> mpn* 
lt u Il it 0 u (\ iy ( r a , exigent 2 nouveaux s\ mlmles, mu* or ■ 2 R ; 
mefctre, pour I'uxatje de I'etpierre, uu h*»rd on eMmetd-m*’,* nnr 
droite; K fain* glisser lequeriv Mir la regie ju*« ju'u e»- .pum dr 
sen cotes passe par un point downs 

La Gmmeinujntpkie eompreiidm dans s»*n eimrmble !*•** «lh Ht»«tr» 
suivanfes, qui pennet trout de I'milCer dans tnittrs timiedi*-.-, dr 
lart graphnpie. 

1. Celle de la regie e! tin rompa* *pu 0 Mrresp.m*l a in ^-»,}ur 
trie eanonique des t trees, 

2. (Xdlt* OU Toll lljottfe I Vmphu tie IV.jtfr?i't\ rid* ,,f r I * |I ii 

surtont a la Ueometrie deseripthe. 

3. Celle de la regie settle, 

4. Cel It* du eotupus sent 

d. Celle enfin tin 1’on se pomtH tin I'magr d*-* irgl» - dn 
(pour eviter Tint redact ion dr ijitrsttMUs dr t!tdr ; j»j!^it»I»'-* 

dans les questions de statiijue gmphiqwx par e\rinj»lr 
Rkhkkt : 

4 1 tuttHUaihit fmnr a!## jHtur I'amamarut dr* !*•**, 

d’( )mn, page 75 lid, 

Mathrm, 1888, pages 217—2*21! ; 211 ‘211 

Com pit'*- rend tt x dm udaumi dr tjradrm^ dm 3,'imrr*, \n Jmlhn, 

1888. 

Journal (C dtnthhnnihptm rUmrnfn i»v^ mligr p-.it If II a-e„.« 
eh am pH, 1880, page* tit t | ; 311 3s. 

Bulletin dr hi Smdrir tntifhrwnthfur dr /Vamv, ‘J* %if 1 t p 
102 472 ; T. XX, 1802, page** 132 13it. 

JWturdlfH Anntth'n dr Maildmaimptr*, 1*02, j«>g*v I 2.1 |7| 

Lepuis ipte rette eimiUMUtmtiMti a *-t3 %\ s * ^un «|r,n■- 

memoireH sur le su jet, pared |e?.»jurh» je rttrtm 

A lasHoetali*at fraiit-npte j»mir i*-nrt >, ,,n «|*iv 

Oauthier-V illars 1thruire rdtfettf* n I hurt** 

1802, CottgrtS* t||. pnu ; In ijrt.m'ii ^/•qdA 

1803, Cn»ngres dr He^iiiientt : t dr Ur fi ,^-f , 

1804, Congri% th* (\tetl : hr rn^purt ttrJi>u ■? 

t/e tae* dr la (*romrtrmjmph iV ri tfe.u d** le ^’r^si^fn o It 

(Immettw dmtrl pit r*\ Kit ft it, 

PmeeecltngH of the Kdtttlittrglt MaUiem.^maE , 3- 

trmnylt* vt $Ui* rrrttttun pamtu *ir 1 1 r*itHrivph%r 












R&GLE des analogies dans le triangle 

ET TRANSFORMATION CONTINUE. 


PA 1C 

KM ILK LKMOINK .1 PAIUS, 

Torn l oh goomotroH out pu ronmnptor tjuo, (turn an trh tjrund 
nnmhre tie c*ts t \m thoorotno, nno fornmlo, so rapport ant nu trinnglo, 
otimt don nos, il y avail dos ihouromoH, tins formulas amtltuptex 
parnissnnt so rolior aux promioros; il mo numblo dono ofonnant 
(pin l’on unit jamais songo k ohorohor si dos lois pormottaiont do 
doduhv ros tluWomos on tvs formulas los mis dos natron* 

UVst uuo do ws lois fort simplo, la smlo tjni nous ait pant 
n\oir vraimont do rimportanoo, tjuo nous allons donnor ioi nmis lo 
uom do reijle ties unuttnjirx on do tmnxfntmiiiitm vtmiinut\ 
Kxplnjuous dahord los notations dont nous torons usago, 

J» H t ('; u t l* t c ddsignorout los angles ot los onto-* {Tun 
triangle A lit '; t\ i\ th ru % /> los rayons dos »putt re envies tangents 
imx train oAtos; 2/>, S t lt % lo perimetre, la surfaee, lo m\on tin 
mvle eimmsrnt ; m Fangio do Bmoard ; h> B tit $/,, ly los ipumtites 
Mi i r* 4/f-r rtl 4/i* — i%, 4 ~ 


Titiamimi*;. 

Si tun a d/iamd/v 1 nnt* firmntt* nitre ten rlnuentH tin inantjie, 
pit/* tJTMpir, 

/{ttJee, A, HJ \ r, p it t\, jy, 2/a *S\ It, $, t , K , ly» 0.,I i, 

l»# fur mule mum ate 

flu, la r, ™ A, W * ' H k V — i\ i\ u !\ -- r,,, — />,, .« 2 I /I * « I* 

-*♦ -if. 

Ai ! m rijidmiuiit rrnit\ % 

(*Vst In fi.rmtili* 12t < pie notts appollojoUH la t rannfurm* r 
tt.mimuf *Ai *! do la lormuii* t l k II est evident <ju‘il y a uusm d*o» 

t riUlsfonilrrH OMfltillltrH rf| /I of off T, 
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Demonstration. 

Toute form ale (1) entre les elements d’un triangle revient 
4videmment a une identity 4>(A, B, (7) = () entre les trois angles 
de ce triangle, car si Ton exprime tous les elements du triangle 
que contient (1) en fonction de a et des angles A, J5, 0 , puis que 
Ton remplace dans (1) chaque element par sa valeur ainsi exprimee, 
a disparaitra a cause de l’homogeneite et il restera une formule 
d’identit^ <f> (A, B, G) = 0 ne contenant que A, B , 0. 

Cela pos6 il est clair que </> (A,B, G) — 0 restera une identity si 
Ton remplace A, B, 0 par trois angles quelconques A', B\ C\ pourvu 
que Ton ait A' +B' + O = nr. Si Ton suppose que A\ B\ G r sont 
des fonctions de A, B , C on peut en tirer 

A=MA’>B>C) 

B =/ 3 (A', B' } G') 

0 ==/ 3 (A\ B\ C') 

et en rempla^ant dans l’expression des elements du triangle qui 
entrent dans (1) A, B,G par ces valeurs, ils deviendront d’autres 
614ments d’un triangle dont les angles seront A\ B\ C / ; (1) se 
transformer done en une formule oil entreront les elements d’un 
triangle general dont les angles seront A\ B\ G '; on aura ainsi 
une nouvelle formule entre les 616inents d’un triangle quelconque. 

Il est clair que cette methode donne lieu k une vari6t6 infinie 
de transformations, mais nous n’en avons trouve jusqu’ici qu’une 
qui soit pratiquement f6conde, simple et utile, e’est celle que nous 
obtenons en posant 

A = -A' 

B = tt-B' 

C=7T-C' 

et e’est elle que nous appelons la transformation continue en A. 

Si Ton posait 

A = 7 T— A' 

B = -B' 

C=7T-C' 

on aurait la transformation continue en B, etc. 

Il reste k dtablir que les Elements a, &, c, r,r a ,r^,r C) 2 p } 
2 (p — a), 2 (p — &), 2 (p — c), S, jB, S, 8 a , S b , S c , a>, etc. de ABO 
deviennent alors respectivement a, — b, — c, r a} r } —r Ci —r & , —2 (p—a), 
- 2 p, 2(p — c), 2 (p - 6), S aj - S, - S c , - S & , - co, etc. 
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La rst uis»V; t*n OVut, **n dt'siguant j>ar X tv qtn j dr\ i«*ut j 

n 

apivs transidnnati<>u. la formula j 2 /t (|»iUM(Ur 1 / tM la 
quant itt* linduhv invariablt* tjui dispurait ) du\ inif * j ^ 2Ut; 
done li drvinnt — II ; lrs tormulus . ti ~ , ., 2/t dv\ 

dime . ^ , ** ^ ~~ 2 li ; d**tir /* t*t r dr\ iruivut 

sm ( 7 r — /> I mu (rr — < ) 

— /j H — r. 

X - |/«\mu J duinu* C> | /»>. ( — O' A I; dour X d«* 

viunt — X; Lh formal*** X - pr - (/> — u I r u -• (p /d o f /# - 0 r,, 
luontivnt. quo t\ r„, />,, /> dovtrimtntt r tM r, — /v» — a, |ausqu«* 

/i» /i — r/, p — 5» /* — c* duvit*miHif v\ itlrmimnit - (p — a), — p, p — r, 

p - I,. 

On a rotg (t) rutg A + eotg U 4 r *vtg ( 1 

d nil COf$ to rutg (■*- A I + rutg (7T — X) i- rutg (7T — f 

dunr m drvtrttf — n> <Mt'**, Hr. 

Nut tv throivmr at* tivuvr iuum rtnhli. 

On prut nrrivrr a 1st trtnisjhtMttiuw vtmtinuv pur voir grow** 
triqnr* rVst ntdm* 4 hiiim qur nun* y summrs pan mu* h r‘r>t 
au^Mi dn tu tjtn* nuns avuih t ivr wai num d < 4 tntNsjhnmtiiuN nm 
tinm\ X«m.H atlnUH tndit|U« 4 r lit inOhudt*. 



l**Mn. ill* {«?, 


{‘un^idt'r^uM tin triangle AH*' fig. 111 *4 tin*’ j*r*»|*t e t*’l** </f«rm/r 
ijiirlri anjtu 4 d<* **«* triitug!**, **l!r num tdiitiiipiti tt**n <|indlr qm' 
suit In jmMliuit d » 4 J Httr /LI «*n stt H, O fi aiusi *11In 
drifitr stu* lni{ti*'l!»' *"A I«* jintiit A, St 1 st dr*dtr ( M \r usmi dam 
y wih (*HA rti Latrttatif auii.nr dtt jtutni f * ( ajuv^ t|ttr t M 
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devenue parallele a BA, A se trouvera au-dessous de CB comme 
dans la figure (2) et la propriety generate du triangle ABO 
fig. (1) appartiendra certainement aussi au triangle ABO fig. (2). 
Seulement les noms des elements consideres par rapport a la 
figure (1) pourront etre changes dans la figure (2). Cela devient 
evident par continuity Ainsi, par exemple, ce qui est Tangle C du 
triangle de la figure (1) sera par continuity it — G du triangle de la 
figure (2), ce qui est Tangle B du triangle de la figure (1) sera 
7r — B du triangle de la figure (2), le rayon r du cercle inscrit du 
triangle de la figure (1) deviendra par continuity le rayon r a du 
cercle exinscrit tangent au c6te BO et au prolongement des 
deux autres, du triangle de la figure (2) etc., etc. 

II suit de Ik qu’une propriety gynerale de la figure (1) qui 
est egalement une propriety generate de la figure (2), puisque 
c J est une propriety gynyrale du triangle, pourra avoir un autre 
enoncd dans le cas de la figure (1) que dans le cas de la figure (2). 

II serait tres facile d’etablir que la loi de derivation ainsi 
obtenue est prycisdment celle que nous venons d’ytablir analyti- 
quement sous le nom de transformation coiitinue. Nous n’avons 
parle d’abord que de transformation de formules, mais il est 
evident par tout ce qui precede, que les 4noncys des theoremes 
non ryduits en formules peuvent subir une transformation iden- 
tique. II n’y a pas a insister 1^-dessus. 

Nous allons donner quelques exemples qui montreront Tusage 
et la fecondity de notre transformation: nous ferons remarquer 
aussi qu’une formule a laquelle on fait subir la transformation 
continue se reproduit quelquefois identiquement; ainsi: 


a = b cos G + c cos B ; 


a _ b _ c__ 

sin A sin B sin C 


= 2i2 etc., etc. 


Les formules ci-dessous donnent par transformation continue 
en A respectivement les formules: 


(b - c) (c - a) (a - b ) = r - (r b - r c ) (r c - r a ) (r a - r b ) 

(b — c) (c + a) ( a + b) = ~^ ( r b - r e ) (r b + r) (r e + r) 

ar a + br b + cr e = 2p (2 R — r) ar + br c + cr b = 2 (p — a) (2 R + r a ) 
ar b r c + br c r a + cr a r b =2 SB ar b r c + brr b + crr e = 2 SB a 
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nr/ 4* hr/ 4 vr/ — ip {i RB — p *) 

— ar/ + hr/ + vr/ = 2 (p — if) |2/i8 tl — </> - iff] 
if l r/ 4 Ir'r/ 4 r l r/ - Sp A [SR : — 2 Rr 4 «b* J — /r | 

— tr ] r/ 4 h :, r/ 4 r J r/ — S i p — n1 1 (S/P ; 4 2AV tl 4 — n P J 


r lt - 1 +/>,■'+ ~ I'lH/r 

1 

c-i 

i 

-s 

■s'XT 

!i 

I 

iv\- + >v„ + >\,n, = r 

n,!\. - - rr,. = (;)-(()- 

a h r i s 

•f + = f (2ii-r) 

/w /\iO* * s 

a h r 2 , n 

% P * ^ K AiH^rJ 

/V\i /v*fc /vv 

a A + 1/ 4- c2 :;2S ip [ft* 4' iiHr — *lrB| 


— tp 4* I** 4 v A sr,: 

2 (/) — «)[(// — aF — (J A*/-,, + 

'Ha {p — n) =s 2rS np 4 1# {p 

StP {p ~~it p «« ir (— jr ) 

~ cj + c(p-t> ) = 2r„S„ 

trp' 2 4 h 2 (p — r) 

; + c 3 (/» — = ‘2r,.- [ -{p-u ) ; ) 

cos A h i*» *H /I + CO*'* 1 # ’•"« l Hh p 

run — tom /i — cam f * =* 1 — 

h 


. (p — /») (p — r) cos J - .»(/r — iia) 


< p^hH p — vlcanA 4 *p{ p — h)amR + v( p — cU'm( f j'[ RB it p — tt pj. 

< Vh formula, prison mi Imsurd jmrmi uu trim grand numbtv 
<1 nutria quo noun hvuiih domiccs dans do pivordonts tnomnircH, 
sittHsmt jMittr umntrrr la fkoilltc awe laquollr nutro tniUHfunjm- 
lion d«»nno dr iioiivnuix roHultuts dont bnuimup annumt, rtr ,mtw 
olio, bicu ditliribm h prkvoir. 

(V quo nous avcmn dit mipposo impHritrmmt quo \vh olrinouts 
dr la formate quo l*on traifr par tramfurmation emit in m\ wmt, 
dotermine* hhii* nmhigiutr jKissible, eVst-fi-dire qsnln lie couticu* 
ijriit point dr rmliruux, car res mdiraux entminrut imalytique- 
inriif nn double nigne ; nil y n den mdimux dan* {'expression 
r* iiwiflrrrr it fniit di*eutrr Ir cm part nattier qni nr ptvHrnt.r ; itin*i, 

f t p — h) f /#«r) 

u- 


III formate hiii 


• -5 . A 
111 2 ^ V 


soluble dmmrr par tram- 


A 


r 1 


funmtiiim continue vtt A : — sin ** ^ ^ p/* ”, rr qttt .serai t 

inrxnri, main to radical comport ant implkutejmmt lr double hi gue, 
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la transf'vnntttttiH o*utiunr *it A r "^' *F'* J|t ^ li 1 

. . , A\ «P '*»< P 

a eftedivemrnt sin » - 0 J \ . 

Far rapport k la tmnsf^r^ntn-fi ■' <n?i ■ *t 
(ptables, droites, ruurbe^ }nrmiii*^. f la * *t *'t»< • - i 
hv divismt t*n <pmf r»* eat»% r *»n* **' 

p\ La (nuisjtinnnfn*n rimimvy tit!.* » ti A 
repruduit satin Modification, r.imm** la. an 
ftxemplrs: !«• pern! d»< L* iu*dn«’*, la f'Umn 

tt 1* is*** f f r **>♦'>/» * * ■ 

2‘*. La tmnddnu.’i!e*n fitter *n A. *a U - 
result at s ditldvitN uitiv mx *•! dalb n n’ 


i‘ 1* 

a* 

. - 

d«'M T I) 


KxelUpb*^ ; fr p‘»lll! d» *lil h ^ *'< >« »}■» 

r ‘F n t a A* b d«»im»* aunt »j \\r i*>*u . I* - 


inent leH p**mf 

*» d* 

ill! 1**4 * > 

,1-14- 

a — 6 ; b ~ r, a 

t t\ 

b -t «• 


fun lien relit iuu> 

>i rff 

J . * li 1 

i * * ' 

a 4 s /*. 




ur rt + br ?! » *■ 

‘ t\ 

i 2 H 


nr 4 bt\< ? i 


2 ? P * ■■ 

H'jk 

nt\. t br 4 r 

'*\i 

*! » p b 

it p 

m% 1 br it i 

IT : ; ' 

! - « p ' 

i* ,!l; 

Les VA fbriiiitlt- 

> ri! 

F ! * V1 

h 

elltirttni* fr«*r* anf|r‘ 

i ! ut-tN 

f'.a 

A\ Lil tmn\hu 

WiUfl" 1 '. ' 

; 

t*u (* rrprettuif 

Hiir 



Lr* druse anti* 

•«. d 

“lUe I,*? “ 


different tin ji>■ 

iiu?, 



friiti t Htbrtii!i!l»»li 




Hxetitpb*; U\ 

1 f<*$ Mt|!r si* 


tnt ns fur sunt nm * 

ne.fs 

ISuif * tl , 

4 rt. 

tit //, mnt Hi ( \ 

.•!!,- 

«| : < Uilit 

14 * v i 

, 

* I Ut 1 * 4 

r.i 

!,«■» , T..< 



U T» 

a ■ ! a a j 


tmiid*' «miU j*t« j '4'ti.iijii .a a * 
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4°. La transformation continue faito suit, on *1» suit on Ii t suit 
t*n O donna im iiuiat 1 result at mais di flora nt do ootui quo Inn 
transforino. 

Kxomplo; lo point dont los ooordonndos normalos sunt 
sin (A -f 00), sin ( H 4- tiO) % sin ((' 4- CO) doviont par los (mis trans- 
formations continues on A , on Ii % on ( 1 lo point, dont. los ooordonndos 
nonunion sunt sin (A — (>0), sin (H ~ <J0), sin (O —<50). (Voir 

plus loin la ddfinition du point transforme coni in u d’nn point 
donna.) 

Jo n’ai point ronoontrd do ran oft, la transformation continue 
donna des oombinaisons autros do rdsultats, comma sortdt ooilo-ci 
par example: 

La formula so reproduit par one des transformations of par 
los deux imtroH doune don rdsulfafs differents ot differents on fro 

oux. 

NoUVELLK TUANMFOUMATION ANALYTIC OK UKIHftTK l)K LA 
Til A NKK< MM ATlON (*t >NTl N t * K 

SupposouH quo los ooordonndos normally a hunt ues d‘un point 
M soiout oxprimdos par los functions <p { , <f> A> A Hi ’ dtant lo 

triangle do reference. < hi aura : 

usp x q- Ufa f mp A - ..(3). 

AppolotiH <p Ui , <p ,, ttt <p M co quo dovionnonf respectivement 

<p A par transformation continue on A * Appliquons mainfonanf 
la transformation continue on A k rdgalitd prdeddente (3), on aura: 

Uifia ™ fnp.. t( Cif) M —■ 2 *\ 

(Vila dgalitd prouvo qtt'il y a tin point* dont los coordonudes 
nonunion ahsotues sont — <p Ui , <p m , </r w . (V point M n ant oo quo 

mats appelons lo point transform d cantina on A do J/, 

On <ldduit do oo qtti precede ; 

Hi Tun a uno dqnation on ooordoutidos nonunion; 

<P {u\ i / t «, a An r,J - 0, 
sa tram former continue on A sera: 

tp (- n\ ip z, a, - la - r,...} - 0. 

Si des ohIouIh operas avoo diverses equations util conduit k un 
■certain t hdoromr, los di verses equations do ee ealeul transform ecu 

11 


<\ V. 
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A eonduironi dnvcteim'Ut k la doiiiMiu'ttu!n*u 4*- *•»* »!m-hhu* 
transform^ on J. 11 ont ulair *pt'tl tt'*M mill, iip-uf Fr^ntt d. 
passu r par tvs f mnsfunnatiuUH Minw^rn H *juil -'Uflu d.*p.jrr 
la transformation sur lo ivsuhnt final 

Hi Ytm omploio los u« »« ad*amors bar\ ornf ropm** **n vcH;i tan!* 1 
lUOUfc tplo J/,| t trtUixfui'mr v^nhnu Ht J dtt p* 0U? M i S| l a p^ur 
uoordounoos Lnryuuutrnpios yjr t , aura f^’ii s 

^i«» if-xt* un dosigwuit par ^r w . $ it 1 l|# d* u. aural 

par iwtwfbr unit inti t'tmfifmr iii J H .iitvn .pn 1 r.pu 

turn 

ft* j, <L /*, - ** 

aura pour tntasjhnn^v vuniimw hi *t 

\jf(a t 7 * <*, -'■■ In *\ ... i <* 

Kn ooordonnoos uartdMonnoH |i ? |l a\»- do-* t .1 av d«- * yi 
la point tnnts/hrmk amt in u M %% tin pHU? M d -n‘ ! < . r <mi 

donnoos Hunt A\ Y num pour o«»ord»»nn*‘r** A.*, 1-4 hi *1*vpuniif 

par X tt , i; tv i|Ur «lt*\ioinniil i* 4 .^ futiiitHPi A, 1 H* ) fn.n/ la 

tntnxjbvmtithm amiimw Hi J. 

Lot [nation 

F(X t \\ itjh c\ ...I - 0 di'Uliil F i X. - V, u. In i - II 

Romanpious ottootv «p**un p*»u»t M m*«i|»1» iio of imtr*pi<' Mir i»< 

plan n’a pan do tntmfhrmr vtmiinu, oolit n'n jw d*- *ho*. i.l laof *pm 
Fun donut; son coorduunooN hi do** olotnoui** du t#■ M 

ii no pout dunn y avoir do ouioUrnuttHi gHdmlo pr«m doduuo SI. A 
do it/; la construction ddpottd, ditttn olttopto m,H t reborn otr§Hi? * 1**^ 

fonclions ipn dntiunwcut los roordosiii» ; » 4 H dr A/, 

Void los princijudus proprirfV*H fiinlr^. n «|nii<.y«!i«'i„ 

du la trmmjbtmttiiiw nmtinnp ; ijnrlijiir^t rHitiHii I'niir diiii^ 

Fautnn 

L La droito do rinfini n pour Iniii^ftifinrii la 1 1**«tf«h- i'mlmt 

2. Lon oinbiltoH du plan ho trau^f**rii*riii I nn dnto» I'auf ir 
Ji Lo doj^ro dditio tamrht. niisd *m o!n.r%r %**«*t 

4. Un oorokn lino pnndtolo mu pmir tr*iii.ttt»iiiiir ; ^ i»i o*-!**!#, 
unu purabolo. 

5 . Loh traunformooH don fi nn»- r*iurt*r m*ui In 

tangtmtoH it la cvurlio tmirnformoo nit ji*nnl tmtwf*trtu*' dn p^mi 

dc contact; don Ion droit oh * j ii i ntvriopjiHft uur fiaii^- 

fornumt on droit**H «jui oinoi*i}»|vtti lit traindonorr d«* In nmil^ 
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\Vu\ 

(k Si n droitos oonootnvnt on l r lours transformbos ooneotuvnt 
on V a transform/* do V. 

7, Si n points sont snr urn* droit o L los truusfonubs do oos 
it points sont sur L tt tmnsfonmV di* /„ 

8. Si los longuours do dotix droit os on los valours dos 
tnngontos do dottx audios stmt dans un rapport numoriquo in- 
ddpondani dos blbmonts du trianglo do rbfbronoo, t*o rapport so 
(‘onsorvora dans la transformation. 

R. Los divisions lutrmoniqttos, rhomograplut% riiomologio, 
{’involution, Forthologio si* oonsorvunt. 

1U. Dos droitos pnrallMus on porpunduutluiruM ho trans¬ 
formant on droitos purallHos on porpondnudniroH, 

IL Los foyors on los sommntn d f tuu* oourbo so trunsformont 
on los foyors on on los sommots dt* la transformoo. 

12. Los valours dos rapports anhannoniquos dos divisions 
t ransformbos so dbduisont par tranx/unnution rant tune <lt*s valours 
dos rapports anhannoniquos dos divisions dotmbos. 

Id. La polairt* d‘un point par rapport a urn* uoniquo ho traits- 
formo on la polairt* tin point transform/* par rapport a, la t*onitpm 
transform bo. 

14. La distunoo tL* dottx points trausformbs, la distanro d’un 
point transform/* a tun* droitt* transformoo so doduisont par fm/av- 
funnntiun cunt in tit* dt* la distunoo dos doux points dotiubs on do la 
dislanot* tin point dunnb it la droito dounbo, ofo, 

Notts oont'lnoiH d** ot* qui prbcodo quo tnutos los this qtnin 
gbomotro ibra tm travail sttr It* trinnglo t*i qn‘il aura trmnb tin 
rbsultnt, il dovru y nppliquor la tmnsfunwit urn continue oar if y 
trottvorn wmunt Favantago darrivor, mtm tntrune pc!nt\ a tit* 
tiouvollos propribtbs, quolquofots iihsok dittioilos it pro voir. 

Kxomplos : I”. M, Kuhrmaun a doitnd dans lo journal Mttihcmn 
1800, p. l()o tm Iron iutbrossaut travail sttr un ccrdc ttmucic t) un 
trumple uu tl bnonoo tlo nombrouHOM propribtus Ibrt ouriousos do 
oo nouvouu rorolo ; la trtiwsfhnwitiun continue monirt* immbdiuto- 
itioitt qu'il y a trots nutroa oorvlos qui jottissont d<* propribtbs 
tumloguos ot auxtjtiols lo mdmoiro cn entire pout btro nppliqub 
avoo los unidifu'utions indiquboH par la tmns/ut mutitw continue, 

t\ Far tin point t) tin plan d*uu triuugio A lit' jo mono !*•*■* 
ant iparallMos it Hi \ f M, A H qui oottpont tvspoot tvomont lit \ JM, 
AH on d points ot los autros ootbs on U points. (In a t*o tluWotuoi 

11 2 
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Si 0 est le point dont les coordonnees normales sont 
ar a (2R - r a ), br h (2 R - r b ) } cr e (2 R - r c ), 
les 6 points consider es forment un hexagone dont les cdtes sont 
tangents an cercle inscrit de ABG. (Voir Bulletin de la Societe 
mathematique de France , Tome xiv., page 122, Probleme viii.) 
Par transformation continue en A on voit immediatement que: 

Si 0 est le point dont les coordonnees normales sont 
- ar (2 R + r), lr c (2R - r c ), cr b (2 B - r b ), 

les 6 points forment un hexagone dont les cdtes sont tangents an 
cercle ex-inscrit de ABC qui est tangent a BC et an prolongement 
des deux autres cdtes . 

3°. Si Ton suppose demontree la formule 

p (2a -p) = r a r b + r a r c - r h r c , 

on en tire immediatement par transformation continue en A la 
formule 

p 2 — a 2 = rr b 4- rr c + r b r c etc., etc. 

La transformation continue s’applique au t6traedre, nous 
n’indiquerons que la transformation fondamentale dont tout 
derive. 

Si dans une formule quelconque representant une propriete 
generate dJun tetraedre dont nous appellerons a , a'; b, V; c, c 
les trois couples d’aretes opposees, on laisse a, b } c, aretes dune 
meme face y invariables , et que Von change a', V, c f respectivement en 
— a\ — b — c\ la nouvelle formule sera encore exacte . 

Kefert : 

E. Lemoine, Congres de Marseille, association frangaise pour 
Vavancement des sciences , 1891, pages 118—130. 
Congres de Besangon , association frangaise etc . 1893, 
Application au tetraedre de la transformation continue. 

„ Mathesis , 1892, pages 58—64, 81—92. 

,, Noumlles Annales de Mathhnatiques , pages 20—36, 
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SUR UNE INTEGRALE DEFINIE QUI REPRE¬ 
SENTS LA FONCTION C («) DE RIEMANN. 


VMi 

M. LKIU'H A VKMIVE VINOHKADY. 


La aerie infmie 


1 + 


1 l 


convergent e lorstpte In part ie recite tie ,v est Huperieure h uu» est 
lelement tTune function nnifonne f(.v) <jui existe dans tout le plan 
tie la variable x. Pour robtenir sous la forme d’uue integrate 
toujour* eunvergeute obsenons dabord tpie Ft tn n 




on bien 


('0 % {H) I 


\{s) , \is) 

o,.w "l"' 


on bon a peso, pour nbreger, 

On M#>~- 1 f .!, i + 1 , 

«r o 


l 

<n 


t 


(Via etaut, il hu Hit evidemmeut dVxprimor la fbneti<m X (a) 
houh la forme voulue pour parvenir h noire but ; on y pnrvienf h 
Panic tie la formule 


# r«* | t * 

V ft !«* t 2tt Y „ , ’ 

“ ' t-rri J , I — <? 


M'w/) 

M'«* i 


th 


tpie noun avtiiis dounee flans mi memoire tehetpie public duns les 

Memoire* (1<* I'academic tehetpie l8fi:L Kn v pronant *r ;.0 et 

w ■ J, le premier memhro devtenf 2* \{u) et Pen a, par eoitse- 
tplellt, 

(C) X t — ^ ni 7t S . } . 

ZTTi 

La convergence <!e Piutegmle exige *pie la part it' reclle tie .* 
suit sujw'rieure ii tun main il est nine den thvr uue integral*' 
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tnujours tnilivrrgiiil**. I»Iii|» 

^ration (~ r. ,,, r I rii ih nx 
ofoMTVuUS *[Ur Full u 


Kn hiiIh! it limit Ih 

forumli* (r) il \i«iif 


X(h) - 


l *2yn 


trn tni i’hnngtiiiil * **u 


Oh 


Or rinti'gmlr j ijiii fiiftitv 


an '"'44*1*1111? 


ti’+n > 


* / i+,M -J 


1 4’ «* 1 1 If* 1 




10 I I I * | ’HII I ;.i : »i rf §>«§.: 
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ON THE DEFINITIONS OF THE TRIGONO¬ 
METRIC FUNCTIONS. 


THE PRINCIPLES OF THE ELLIPTIC AND 
HYPERBOLIC ANALYSIS. 

I!V 

Al.KXANUKU MA<’KAHI,ANK <>r AUSTIN. 


[These I wit jHijicfs have nitiee been published ns sepiimt.e 
iiuujihlc! i by thf author. Xu abstniets have been furnished fur 
■tttalientiuii here, K*lit* u*h, | 





ON FIFTH-POWER NUMBERS WHOSE SUM IS 
A FIFTH POWER, 


in 

AKTKM AS MAUTIN m \V\s|| i\i; I’. »\ 

It is kite im ii flint the mum *4" t«n» fifth }>'♦** < i e-:; * 4 r; * ^ • f i. ? !*. 
ii rational fifth power, but* m» far as ?U y: ■ • ra -m i 4*, « , ■ 

has not been proved ilinf tin* mm *4 >.* j .»■?. „i,<t * * , 

fifth-p«ma*r nmnbersmninii b** a fi5?h pmm IL , 

lias Hut hriil ntlll* It* liisrux »*r frttts than *; ■ M* 'll I f * 

whose Mini is a fifth puw«n\ and ilim u* ha** vu-,-* . 1 d - t,,, n, ^ 

only two Httrh sets, nillii*ii^li jtr»»twhU in-mi * 

lu tin* present staff* **f nUp-bran* m* n . n? s h p.> > - : Pi,A- 

whose sum is a fifth power mu la- in-m «-.*■♦!* f m-i ! , , 

to some artifice nr some fonfat s^ pi *«**• :•». m > . 4 Uu L u*- * 4 
it is the object of this paper In pramrut 

I. Tide** any two munlier** p and *( mp! poi p % *f ~~ d ih*-n. 
by transposition 

*f t d - p' . . , . . < \ * 

Now if d mu in any way Ip- ’H'poa’mf jut. im,4 p r 
numbers* nil different and ;** nra Ui-io. •*< 4m E, 

have 

({‘ f (tin •So fill ||-jp.iiirr ipiliifw i n I — p i f> , 

Mmmplm, I. In (A), ink** jj - f t t t < { J f \a -„ *. i till 

(I - H77HJ ip | 7' * i? 4 t V i I* 

therefore by(H), 4* {■ ,r t tr *7 Pin If • t;t, 
sii iiffli-jHiwer numbers whira* mum m n tiiili i 

% Take p :m t #/ *i!f, i In“|$ 

d r :t7 SHHM Ht 1 i tfi- * f 1 ■ t fie » v 

tlierefore 7r f I0‘ f 11 5 * p? f Jti-' * ^ :an; 

another «t*t t»f six fiftli-|«iwor unraU-r^ lUe-^' mp r* , 4 < ? } 



ON FIFTH-l'oWKH NTMISKUS. 
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"i. Take p 92 , i/ ■ - ,‘U, t h>'i» 

>t 4<i2:.2st is- } n;• f. tv i i4‘ i t:r-t ip 

} 10 }• V .} 7 <P 4 9 

therefore 

.T }. (F f 7' i .V i I to i IP t l.T t 14' f l.v t HP ! iN'.f. nr 

twelve lifth-jinwer numbers whose sum is a tilth power. 

4. Take p 20, i/ l!*; then 

it - 72990 1 i:r t 12' 4 !»' f s' t ti’ + V + 4' 4 2 ' t P-t I s ; 

t heri'ti>re 

I f P t 2” »• 4' 4 V ! IP t S' 4- 9" + 12'4- IV f- IN* ^ 2«\ 

in wltieh l 1 appears twiee, a remarkable set. 

Take p 22, </ 21; then 

it lOtiltVU HP t 7 +V i 4' • P; 
t hetvtujv 4' ! V } 7' i HP’ i 21' 1 i 22’. 

ti, Take p !!*>,»/ 99; then 

it 2I9907N9 27’ » 2P * IS’t IV I li t ;>'• ! 7’ * IP 4- v t 4" 

! hel« Je| e 

4 i V t tP i 7 t •»’ i IP t la i pv e 2 P 1 27 ' | TP .Ti, 

7. 'lake p 40, ij 911 , then 
,i PilTbsol 2.'P t t7' I l.T t 12' t IP t HP 

t if t s’- t i :r t :v 4- 2' r i 

the! ett «!'e 

1 * 2 t :t t :p t 7‘ ! s » ;r t hp i t p t 12 

t i:r t 17’t 2.vt :iH 4t 

lit whieh if appeals twiee, 

5, Take p .10, then 

it -■■■ :t2.V2.*»2:.l .“it t 2iP t Hi * HP t 12’ t Hr « 7" t .V- i > : 
2- t 9 * *> t 7 . to > P.l t HP t HP > 2-'i t TP t .'(O' ‘>1 

Ah,.., :t2.'*2.'»2aI TP t 20' i Hr t 17' * IV t IP f HP t IP * S' 

j 7’ i :v I A } P t 1 

t t 1 . ;t » 7 . s' * 0 * to' > II'! 1', t 17' t HP 

j 20' t TP 4 .‘>0 a 

illl> >t lie) Met ill « lliell P 4 ppe>U‘H t W li e 
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II, Til! S{r\ 1 t l! » M * I * * ‘ 

AsMUIU h* lt*HH limit X I.rt ,Ul*l |*t|* V !,.*’ - 

llilVr 

,s’l I l, 

»<r l*y triiiiHjn^sli*'»fi *«t P tm4 *\ 

A i ■■ i $ ?* 

If r fill! lit' ,‘ 4 #'j» 4 l;i!r»i 11 /- ?Jfh i- ■ 

itlitl it*tiii # tif llitiii lb s run, < , -w X*’ ‘ 

Xu'I i f In - * *i!f / * * *. t, /> i . 

I iluiutl til/# f’#»j?iin!U I *»*■»V <%u » L 4 f * 
Htjmiri* miiitlirr'i i\lu s r uiz m .* ■ y*t ,, 

is a ruin*; ./r imuP s » 4 }. * 

jtttWii* imiiilni/ mtirrr suu u 4 M‘“n t, 

liiiiiiln‘m wliMH** %uiii r< 4 valh i .r •< 

Mtiifttzinv* Vul U , \*» ti, |.|» n * u , y ,• 

J/fil/iiwuiliVi#, Xm lull, jtjt, 21* 22> 

h\mmpltM t !t, tn 11 H 1 .u* tt ‘'/m/u 

Tuk** it n H ttiui 

r - t:i:iM$.| t*i , s . y , t, , 

thiiVfntV* hv i Hi, 

P I tflV 3 § ... t It • { 1 # * ,i ♦ v , 

*»r Vi <V i ^ * i‘ . u * 11 | , 

th »* *finn* h.h ft tin it I in J*U. J Jiv ?!i*‘ iu u h,./, -I 

10, Tfilu »f *21 Si - 21:/; (u I |. 

/^ i:mioh.uwi 12tt * t:i i v; f iv . r , 

thrtvfuiv, liy I Kk 

4* + <V+li 5 4‘7‘ 4-V I !l* i til' 5 # It* n 14' * t 

11. Tiikv III fluff SuU • lIXKthTSm 

t* - 2l>7li:iT<Hi ™ 2iO *• * IV * 11 5 # l tt n 

/, I2M* i:o + vv t tiv i ir f f 2:0 t :!> i 
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aUm. 2070:1700 -j«r * 2 r i i r i 12* i nr * s*- § ;o § :p § p : 

r t “» f tv f T i o j ir i i;r t i r* % § in* * it* i ... t 2:r* 

i 2 .v i 27 - i 2V i ±r i ... 1 ;uv r»«\ 

Again, 

2u7n:i7oo 2*r 1 22‘ 1 !!>• i hr i hr 1 \v §• s- 1 tr 1 t y § 22 

r ! T -r II * 12" f i:r * hV f l.V f IT- 5 | Pv-f 20’ i 2P 

i 2:r I- 24** I 277 t 27M 2V I 2!P I ... f- .177’ ;»0\ 

12. T^iki* .r 40, thru Ntvi l0HttSH04Ol. Titkr A -• 70. 
t In'll 

r IT’ 4 I l.V I 14" I UP t UP ftp f T+2 1 7 P; 

v* f-.v i r t v j *r *. 11 5 -t 12 s 1 him pv + nr p 21 P 

4 ... p4IP -70 s . 

ll niiil hr \\rll f*» r-fftlftd thus** W ; hn would uhjrH til th**Hr 
»urth**P nil thr gruttitd t hat tltry itrr trntufivr mill not ri^umuM 

h»‘i*jniHr tl mui r hit v** t«» !*r ^rjmmtrd ittfu liftli*{>uwi*r immlirw 
t*\ Uial, tI 1 . 1 t nil m \riwr turfI ph|h in iiritlmitlir mid thr Idglirr 
umn*'hr * m| imif hriiiiit iiw ?uv friifiitivr mid drpmtd ujnm trial « 
div r\f fuuifuft m{ t hr stjumv mid ruhr I’tHitH mv trlitut ivr 

j»iMi*rH»4r^ mid drjimid u|i!*n trial. 

"Th»* |*r«nv^ iif lutrgmtiuti in of n trtiOitivr nutltrr, dr- 
J** litSIII 1 *U a JirrVluliH 1%Hiitt InIgV uf difVrtvnt til! iuU, H.H rXphtinrd 
sii 1 liajif* r f , j*nt uh I>1 viin Artfhtiirtir is it triitntivr 
|<I d*'jtrjtding »HI It li t|i twlrdgr uf M lilt 1]llintf lull Utld flit* 

\f nil ijtlirntiuit Tahir/* < fiiKPMitM/s !)iffr initial am! I at rtf rat 
i i al*'Hhm, Sr n»nd Edifimt, jutgr H |, 

lit finding tin 4 Ml 4 Hf*t S *<f fifth jmwrr umuhrvH whoso sunt in it 
hull jwn\**r 1 lutlr t| 4 «rf| tnhbm, lalitinli t*f lH14, whirh 

un jtji, lTo 17*1 a titlilr *tf thr firnt frti jH»wm* *»f nil 
nstudiriH fVuiii 1 t»# loo, und mi j»j*. ITfi 1!P| it tahlr uf thr futtrlh 
aial fifth j«mrr« uf all iiitiuhrrH fr**in 100 to 1000, Thr imr uf 
iltj^r fithSr*# irry tiiitfrrtull) farilifitfrH thr wt*rk. 

1*»» fmth* r iurtltfati* tin* wiirk 1 Intvr furmrtl tItu ujijirudrd 
i.thir- »4 ifir \**f S {a' t fur all vithir‘4 *»f a- frum l tu 00 hy 

*4 i !i«* fufuinlit 

jf s fit) Sum f Or 4 I i\ 

<li«i king thr <tt«»rk at tuti‘iiid* In thr furititda 

Sur’l . 7 ,,# I j I If ? f 2 .r | *l,r 1 | ( 



172 


AKTKMAS M ANTIN'. 
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! 31 
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030708 

. 32 

itiClTUit^ 

32 

4 |sSs2 iie.ius 
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1002001 

: 33 
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33 

39**0 | I «|ul 

14 

! 1539825 ! 

! 34 

*jst»7l!s , !.t 

31 

14050 1 tt 12.* 

lf> 

1 2299200 i 

: 35 



J SU>S*I | SOU 

1G 

i 3347770 

30 

:w:i7;: , .»' 1 7t‘. 

i *0 

5 11 9e20.*i 0 

IT 

4707033 

37 


i »7 

Gin* I4 | n043 

18 

, 0057201 

38 


5 s 

no; #4. *4* s * * I 

19 

| 9133300 ; 

39 


;ej 

#42 *.3****7^** 1 

20 

12333300 ! 

40 

7:n;ia:it!!'» 

On 

* I #»t| 2*2 7* n f 

m. 

When we 

have 

ft Mi lit i our Srf Ilf 

iiiiinft*' 

f 1 * tin- -etii* 

whose 

fifth powers 

is a 

fifth jimvi-r nthi-i 

$||,|l l*e d«-du» 


from it. 


It (f 4* t / a + if + 4 . w !r * i I* i, 

we have obviously 

(me ) 3 + (m/f *f (miff 4* (mh t■ t | m II* i ‘ lift 

Now if ntf be ho taken that me, mf m*j, mh, «a «»ilir? 

one of the numbers in ((<), we run substitute *■/'* i *f i Jv * ,. 
for the fifth power of that number amt thus ubtutti am*!h*i "**■? ,»t 

fifth powers whose sum inn fifth pmvrr, if nil the tutml«-i^ m fit** 
left-hand member of {Flare ilitlereiif fn»m flew m tie* Lie hand 
member of (U)—except the one substituted fur, 

Kmtmpkm . 13. Mullijily the Hvi m Kv 1 by t, and Mih»tiiute 

the valu<^ of 1 2\ ami we have 

+* + 0 s 4* if + 7*+8* 4* !b* +• I if 4- IT f 14 ? f 1 H ? | ~ ‘2 %\ 

which is the net found in Kx. 10. 





OS FIFTH FoWKli M'MHFKS. 


I 7:i 


14. In Kx. 1. tuki- m 0 ami huOm! if til?' tin* vulu«* * 4 In nu 

Fa. 2, and wi* hint- 

t Hr 1 Jim nr * nr f 2 u n i 2 a' f 2 t* i a a t 40 1 ;»:» 00 


la. In Fa. 0, tuk** in 4 and ^itMfiftitr th»* udim *4 J2" train 
Fa. I nnd mr !tn\r 

F f a 1 IF f 7M tr 1 1IM 24 § 2s i TT t Hr 

f 14' I a2‘ : I at; 1 till I OF’ 1 72 1 12 F !2V 

111. In Kx. I, ink*’ m *V and in Kv IF tnhr m 4, miMti!no¬ 

th** Vitlltr nf litr itliH uhlaiiint fV‘«lu K\ t, III 1hr *«i tilifnfiird 

IVmih Fa, 2 utifi m «♦ lia\t* 

Hr t 20 * + 21 • t 2 >v I 2*“ 1 :nr t :f2" i :*.v 1 w § 4F 

t 4-7" 1 7*2' I aV 1 air* 1 OF’ t 72 t 12F 12V, 

17. In Fa, 10, hu($h! itnfr f)n* vain*- nf IMF Irnin Fa, 2, and mr 

lm\ r 

A 1 lir 1 11 M 12M l«r I nr t 20 : 1 aH i 2a' 1 2s ♦ 20 1 :i2 

! :f.v | Ftr f 4 F 1 -FV I ;»2 I aV § aO I OIM 72 * 12 F ; 1 2s 

IS. Ill Fa 10, fak** 111 2 ami ili^tiftifr 1 hr 1 ahm uf 12’ fi»*in 

F\. 1 amt wr hair 

F 1 a § v j 7 i v f to § in f 11 *1 F * tv § 211 

1 22'- t 2 v t :nr * if • Is 1 . 

tfi In Fa. to, fnkr m II and Ntiinfihifr tin* vain* 1 *4 mi fr*u<* 
Kv 2 and mi* Inn *• 

;»■- 1 HIM I F 1 IT I IV I 10"' 1 is I HIM 2H 

1 24“ f 27 * 2*r t :t;F 1 42* f :d 1 otr 72’ 

20, 111 f||r irr» *llil nrf u| F \, IF f akr A 2, 1411* 1 ^ i 11 * ‘ % I it n! r 

f lir Ullttr m| 12 s fj'ulU F\ t IIflit rn r till \ r 

4“ * i 0 ‘ * T' i v * tr 4 Hi 1 IF * 14' 1 Is* § 22 ,; i 20 

4 :ur 4 ut 1 :i4‘ * no 1 :tv 4 40 “ * 42' 4 if * 40 4 70 * :»r 

* oir 4 ;»v ^ oir § 02 1 t 01 § ta; * os- * vo ion 

In flu 4 Wit) nm% hr Fmiid an infinifr iminhrj »if‘ f^ »4 filltr-. 

}inm»r iniiiiltrrH ‘aim m a fit!S# jiMii-rj, 

l am iptf ini-air t haf niti rtlp-r flain mv ■*» ll liaa *- ai 
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discovered any . sets of fifth-power numbers whose sum is a fifth 
power. 

In my search for fifth-power numbers whose sum is a fifth 
power I have discovered the following equalities: 

1® + 6 5 + 9® + ll 5 + 22® = 12® + 16® + 21 5 , 

1® + 5® +10 5 +13® + 14 5 = 8® + 9® + ll 5 + 15®, 

10® + 11® +12® +13® +17® + 25® = 1® + 5® + 7® + 21= + 24®, 

9® +11® +12®+13® +16® + 18® = 1® + 6® + 8® +14® + 20®, 

10® + 22® + 32® + 38® + 58® = 25® + 30® + 35® + 45® + 55®, 

2® + 4® + 5® + 6® +14® + 20® + 24® = 3® + 7® +10® +11® + 12® 

+ 17®+ 25®. 



THE INVARIANTS OK A GROUP OF a-*68 LINEAR 
QUATERNARY SUBSTITUTIONS. 

in 

If FJ N Hit’ll MAStilKK or riUFAHn 


l\ flu* tlirurv »*f *Inniti!!ii4 iiptilnlur **s|taititoits of tIt** sth tf«*orrr 

t hi'U’ L of jmriiiii* mnf mtrivst it it of 2* t*»S liitmr ^nnfoj n<uy 

Mtlt.ntifiiftom \s liirit is i,Huinorj*hir with lit*' <Ini**i?4 gpmji *4 fli#* 

ifjtrtlttkr njttafinti. Thi* ^rottjt n^iuu ivi h Mih^roitj* **f n 

gnmj* tFmvtl l*v IV*»f RLm from Uuv'^num-lry* nn4 *'*'n*i*uu# 
iif 7 ’ linrar i{tmfi*ttifiry miKs! it tit iony 

Thr |mjn*r whirl t I li*U r tin 4 Itoftor In jnvsntif fo ill** < ** *ll 1 ^ 1 '*" 

m tl**vuti*il to flu* in\i*Nti^4tiMtt of fIn* imnmut* of thi t *jtm!rrii;u \ 

K r * at l* 

Throughout tin* fitllmi'iiiif jittgrM mi " **f tt #/ivn- 

always imtloi^fto ho nn fuitiiioii whirl* ivinaur* 

tilw*httt'ly nitrliitiigoii wla*it ojirratnl upon In tin- Mihntfttt s»*uh 
uf tin* group, Wo hu\r to with only houiogononuH inn-gjai 
lunt’t toitH. Tin* word fuiniton " w if Ii*»tif nus ftn I In r ntfi ihut** 
will iliofvfofo alwuV* II hotllogruroM* Ifiti'gnil I»f 

f ho vurmhlr*. 


| 1, Thr ijnttiji H 

Tlir gf'iMp it L ili-fitirti In I In llil'i-r follow i i s 14' If ill inli-i 

S, *t\ Q W || it'll a III 241 i jiMHHjhls’ I’lilllliilnit goiirf'Jlto f hr 2 JliH 

**nh*t itnti*«u ( s *4 if, 

* Ktion; * r 1 ri»* * f ft*-$n*nn*yii h nn-t V U *?Ji 


| n, %*n 
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S : 


4' = y... 
t;=ru. 



s - 7 on 

3 i s 


, t 

4 i _ A * 

\'™-7 0/ 


Hf f 

r'f * 

ty # ' 7 ,,f . 

\ — 7 . t; 


1 r 7 - 

. yir . 

17 -f- 7 " *f. »» / « y* ?, 

v-7 ./;• 

, 2 /, 

f «7 - 

- f'O, • 

1 )' t , : n. t , : - y*i r, 


%#>, 

wheiv 7 ” 1 - 1 

Thu duturmbaftt h* th. •« ‘‘ntonnn-’or on 

Tht‘ uhoVi* milnliimiMiiM %• 'V.i' 9i h i '4 J ’ ! k !• -in ** 

formultt* givun in Sixth, Any. ' 1 t ‘ 

f t d\ H t. \ 2. ♦ r. n *J .*• v-", 

It is oU<* of till* inns! « f* a* Ti • ■ 5 ■ y y ‘ > o- 17 *1 

Kluin has *hown*» that tin- 4 yubi \ h : - - r yt . 

th ^%[ § t-/. V. 2' f. 7 *: '■ <•«. 

yirhl thr Wrll-kfloWii gr*>Mp *4 t*A tsur, hi.' il 

the* 4 qunntifit** t nr* 4 MthMtiiuvd It) ? :;*• ;! i •; - i . ’ -i n 

Kur further itn« \w h.** »• * • 4.». nt* nun 

ospmuily tn two #4 U 

Tlu* first'.4ft tin mil It ft. n- ’i *•! I • 4 \ << * / '. n 

gunurntotl hy S and T ihunnsb 1 'i'hn m• y : * ■-> r .4' .-• 
lutfly imdhfUitfufi find V’ ;i fro « y -y 

Tlu* WH’lilul s 4 Ill^MII|l, h', t l« / t, 1^1 t * / * *J 

nnd Ottli III* IVWlIvwI ;is Wr 4nul in ]’ 7 '. 2 / * .* ^ y 

Thu plan of inu^ityifnin r» no-* k* o 4 ■ ... , j.,% »\ n 

uvury invariiitii of t# unH a!-.o 1«- u4 

fri tiiuHiv tlu‘!i ?Su j*i-j»- t, , - * *> 

with thoHi* of tlu* 05 I/, o,. 7;/4 Ki , U' ( titj , ^ t 

nmm-gnmp (l. 


"ft ! 


* t!f. | nn,,§t-fn. 


A UN'K.VK yi’ATKRN'AHV S{‘HHTm'TU*N(ilinf 1*. J7T 


§ 2, /iifiiriuiits iif t 

The following functions remain evidently uiudumged 1>\ .s' and 
T (1) and therefore hy all the 21 .substitution* of i,‘. : 

tJA ■ «. 

tf( 3 » t t iff ,1 . 1 

tft.'-l t/t, } tftf 7 . l*t. 

i,tf\ tjf ! tj,' o, 

t; i i /,•' .. 

Hut imil’Hovrr; Thvsv n tjututfifitti (4l rimsfifti/r thv fomplrtt* 
xtfstvm of invariants tf thv imoirti tirmip U % , t r, m t*n iiivarmnt *»f 
tf\ Ih iui in{rgrn! function of 4 , fi t 7 , $, 1 Ah to ih»« jmmf 1 iifsoi 
ivfor t«> a paper which will appear wry humu in the A mmmn 
Juumul if Math, concerning ternary gr*»njH which Mnw the 
pr* »<lnct imrliHligr<l+. 1 shut! giw there it complete m\ * * ^ f i - ; - 
gut ion of tin* tmnrmnf n of tin* groups in ipiesi ion 

There f*i*t two r«*lntmu* hotworn tin* 5 ijtniiifitirn 1 || vi/ - 
7* * «i; - a*H - fih - 0* | 

fi> f fr ♦ 'Aa‘B • r>a#y ~ y« k »«♦ 0. t. 1 ' 

§ :t. Thu mthtjrmip (f v 

In ontnr to rotinre th** suhnf it Mtinn* of t U\n group to it ampler 
form wr put : 

ih » f s t | 

ih MM fit M 

,» . itn ( 

//a ■■■■■ f S t ft, I 1%, j 

ih f. * * *. t #/*. ’ 



12 
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1L MAHOHKM. 


The effect of T and Q (I) on fie* 4 »(tt 4 titm^ y i v < fln^ 


>/x =* U 1. 


V* I v 

1 

Ik = 

= 4 V9. 

Q: 

y, yv 

//a 5 

- 


\ •’•• 7y, y< 

/// s 

= t'/i. 


I \ 7y* ? !:y ; . 


where i = \ / — l and 

^i a 5 l 7 a + V l l + * (y 1 t 7*1 t * l \y ♦ A t {Ut 

%^=(T + 7 a ) + t'My 3 * 7*1 t * t y * y’i,i 

There in 

— 7 («V J + l), ?// •- 7 \ Ut \ I l ?! ff. s 7 I I I 1, 

3Tand Q (9) have therefore th** jit-rnlur u .eu<, • - it 

well an t/ th y 4 art* substituted himtrily. < Hun,, ? < *h *• ;. u<< 

dilliculty in finding the invariants of IT* in* it, e • i ^ $m 

either only // 3 and y 4l or only //, ami y,, *»i im ^ .<*/ t , 4 - ; ,eei 

y 3 , y 4t in which cane they are honingi-mron* >u ♦ <* I *h< 

two variables. Let m denote them for Te^n* ■. s to 


« !//»» »/*) 

Hy*> y a t 

II'(//i, ih ; y,. y*i 


ff. ^ 


hor our purpose it is only titeowit*) to d*-?**ifiHO* tie* im -.u i-min 

U" in full, that is, the invariants of flint oj»#up *,* |* ,v«. 
substitutions are 


i llll 


V^* and *' 7 * 

!U ■ «//*. V ’ “ »/,' ■ 

ThiH is a dihedm».groiij ( far « Of j,„,J n, ,• ^j, 
invariants is given Ity tin- three it.. 

W-W. , 

P ™(‘if + I) if? ■ ’{Il« 1 ♦ 11 v/, . , ,|i, 

\ Jifi.v . j« v/j. 

with the relation 

**X (#*’ •*■ ., j f ,. 

Every invariant 11 (12) is iher.-f.,,, »„ fllw , ljMj , , 4 

X, /x, With regard to T. T. W il may I*. remarked ,,,1,..,. 
function must he of an even degree in the v«ti.d»l.s ,/ »n«l i 






A LIN K A ft yL ATIIHN \U\ NT IIST! ITTIuXi ;titlV f\ 


i 7'J 


uImu in thr \iuinhlrs f |M Tbi"* b 4h*\v s lint »■!) tin* hi*’? 

?hut thr jm\ut **i tin* mhnifu!:«m M ) t-* nmj*h 

}h Jh> IK AV v> " V* ]K‘ 

$ 4 //riH,vr/j i\ fx.rni nhr 

flrfLrr Inili^ f*i tjrmr 1 ill nh'*ttt thr li t! Hi** Mf I lif* 

mvumutM *4 lilt- }irinri|*iil ^r»»uj* K tr**tn th* rr^n!?^ *4 *1 i«p| tl 

?! will hi* I** jiviu! tv’»nlr. 

Uti I hr rrlllirrfluH tfrHlrrti i*!tr If iilut I hr i if J I|ri i}i| 5 |H 

i“« jlliif 

A Jjimtftiifl ri|1ial!**ll **f llr^lrr h * I fitkrli III ill* j>r!i»-|;i! MPli'tr. 
11m! in, itulrjn mimf *4 ?hr iSp-mii m| *3hj«?tr Initrin«n*i. i* an 
r*jllllliu|4 ihr st|imir font % *4 th#" li * I 1««4*| Ilf tt|i$rl| ill*- r% 

Jiirr 41 »lr hliiMlIy in t rj IU‘4 Ilf' 1 * ^ l! |r v > ?. . t .L* s 4tpi 1**1 

rtiirii-IlfH whtrli *Ur Utrfrty fnimr! jral IS s .1.1 SHIP*! isnuihn fi, % U t ill 

nth * 4 inn!)* l*rt »n* 4* in*! r tn t|$r *m>* ?< 7 i hr 

h lit* tin* Jiir* thliili *'f|i|at|M?| til J\ t I , J\ t I,,, i'. 5j iiliil f||r 

pijuill'r ruofn *4 thr.*»r i JiIHlif |l U'H h) 1 %, /* , l* t , {*, f < ,|t*'Hn*b 
Wr luiir t Ill’ll III fill **<*.*»• thr ft if fftlikr 

}\ s 7 . ? s , 1 

i\ f, * 7 ;/, f y*f» * y%. U* ~ 0 . h ... L| i 

w Ini«* 7 b n^MU tlrlmrti hv l*il 

Thr htllrttin^ t hrufrln *ln«* Im lh *4 Kirllitl’irf tllfp hmmtnl 

tlilli*** III t 111* tllrMf)' *4 Jliriiiipin r» ji|i|f fnfm 

'* Th**av prrmnt*hfit*nn. uf th n ifnr*.< l # \ .i i/ 7 h*’/i 

llir fhilriA tjrunp uf ihr J\truhttln *1 Tr 5 prmlnrrrt I17 *1 *|r.ai<|.# 

itfimrtir *uhstitniiunn **f ihr *puintittr$ i,, t it , . ?» 4 , 

Till*. J^rrUj* *4 lllirili Mltinf If till*tfrt J*t Ilrtt 1 S| I hr ?i . 7 

|ffrri?«fr|) «»nr 1/ ||n*‘l4 1*1 I Mf llitil.n lit Tim, n»-r tipi? 

|}|r S ijlllllltlf J**H I 1 »*l !lf**fr r\^1!) f | j Jilr Mill) j«’< ||iil! *'4 
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ft. M AStiIKK. 


among ihomsolvos if Urn f\s an* Mprmfrti n\»*u h% rh« » *ii 

of 0* Thu formula* com-spomling i»i S t T t y isi t1 » u- * 



for v ® 1 * 2,.. * (L 

It follows at onro flint uu*n h\ ium**i i i«m 1 o-nilom*?; -s, .,j th, 
8 c[uautitioK l n (1C1) is uurtaiulv un mmrumi <♦/ **:=.-? : /j uj* *, 

Also tlu* product *#f t!u* first jpoh-p# *4 f!i» n I". ; .y, y» 

variant as can bo soon ilijvutlv ir^m fbuurj^ . r; * V: p, 

whon y is |||ijl!lrii t OMlilyiiiu £ 4*-., i!s<’ * I * 

iV = -/**. /V -■* -.■ p, /v i\. n r 


Lot us dunoto this invariant *»f fIn* M h !y \ y JA 

that wo liavo 

a® , 1 ../•./*,/*, /■ ,b, 

v ,. , 

Ah to Hytnuiflrintl t’uni1iiiinlt>*it<4 . 1 } !?!<•/' l i*. > ■, . - . , , 

determined completely by the **>«•!&•». -m. ,}.*• 

th« roots being just our ijnimlits. •. TJ,. •.p, . , u „ 

boon calculated in full length l>y HrtM*.'h;* r , lf< ■ , 

following fumitioiw of /„ ( } , /,: 

?.?.?, - ■< ; 
t,% i t;t, 1 1 ,% i , 1 

W * l.v * W ~ - «j«*. 

w * w * f,f.' ,* -i . 

L* f L $ f $ ® 7 uA ■■ r 

Taking up tho notation fit «»| § 2 Wf , 

ii s* At, A /i* r «y, || ...•* ^ i 4 # - - \* $ * ., 


® €f. Amuilfn, tut, i: h | Mi: |» t 3i]u # 

t Bnenuihi, Uhwlmmmm mhun " vv» 

vol. 15, pag, 241, 



A LfXEAfl vrVTKItNMUY HniHTlTUTlOXcntOUP. \g\ 


and the 2 relation*. < i ;uv now l ransfurmed into 

#|#’ /**/ * t*' ttt 'it (I ) 

fV — u d h } 2illir 7fi 4 0 i . (-U. 

\\i- s«*»* flirt! fir to sell i ^ remit agrees prrtusrlv with our state¬ 
ment bud down sii § 2 that every tmariant of U urns! In* an integral 
fount imu »»f t : , f% t f i, 7, a, 1 

tin»rii*ln wiites tin* J.trtihbiu equation in this form : 


t U.r 9 1 I H»V 7 f V* f UlKr' 


rAV 


j 

If 


/* 


/; 




* 1 

we** //; 

').r - 7b' 

J // J -n,. 

.. J 

he finds lor the eoeflb 

dent h the following 

ex press it ms ; 

20 

j ti'lf, f /l. 







20i»/,’ 

lull?,- 

in,-/, 14 ,h 

./, 



:«»/, 

' . 

i oe,* 

» 140,7,’ I 

■klU'.r 

s «/)/, s 





t » 1 14,f h 

i »*) /, t- 

7 “ 

b > ). 

10 . 

* IS Of, 

’ } sU,( 

: * in’ * 

1 H22e 

- 7til t x * 



4 11O/- ! : 

:i t 

1 VO. 1 'l,u 

' )b : 1 14 { ht* ««Jk/</) /, 





» 71,*/ 

1 4r' ; 

1 

■ ilOf. 


1 * l nu/»?,’ 

( ‘JH ClS.r-,/)/, 

n 

\ 


4 (l ‘.Jd'ili 

1 Hr t f s 

, i4,:i/, 

22ue) 




f 22), 


( 22 ). 


2 *I :>l>r . t ttmf t V - 2 «-WM - 7 (te' J - Stiff*)/,’ 

1 2 11!«/ f 4c*- 7d\ 

F 7Mr -U.Th.lb* - 14 7 } J*V - 7.7fV ' 14/V-A\ 

1/ r; ? 1 H’*h* 7/*V f t hf/ ■ 7*//, 4- r, 

Vvnn tin*nr fuiHiulii* \%v derive dfferfty it- itntiihrr of iiivnriittilH 
of’ tL A and If lil'r the only tlt\urntUts of tlielr I’enpeettVe degrees, 
IiihIimp} of t 1 11 eniiiltiniitiMii *»f i\ A 1 and \ \ { 18) ran be taken and 
Minnliitk the higher inmnaitfs mn be re|ilneed by suitable emnbi- 
In tie* |i»i umbe i2ei these rombiuat ions are so taken m 
to rrf&di 1 tie* eorftiei»*tit **l t % us simple its possible ; this proven to 
In* r**n%* niriit i*further i*u|eii|atinns, The term —7 t^H 1 in evb 
IV * I s * and r\e have therefore in full length : 

I\ - t; ! 14oV 7^s* I 1M 1 ™ 7 dt? + vt % .(241 

f*W th* other invariants \w put down the following expres¬ 
sion* given in terms uf f,, ti, h, t\ d ilfti and also in terms of 
Urn s eVp|i 2*11: 
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H. M \St ItKK, 


Cl ) 4 = A a %* (■ »W| * h > 



a H=*Xt t « -■•20.ll,’ - 

t,«H» 

11 


<[>« 



* !,* * g 

;! f/ * 1 *" 

l K 

= i 3 [I)-7Am V s ‘ 


< 1 »•' 

1 * « 1 !■'? * 


,f7 | Uhl 3 * « 



* 7 * ’ ¥ H 


4 « 7 (7u 3 4 /*r t /* » uc. 



<K 

= A[T(/H . 11.0 a.u*. 

si: 


r : ft '*1 r 1 *» 


-:WW 1 * 4- I'iflrf, ! Hi 1 

lUr ♦ ii 

\%i; * 

«r*7v4» :: 


+ 7 * H 

1 121.4 

Iiei4 

! ^ < f ; 


+ 2 m( l'ie f > 1 4‘ 

»1*V t 

:M , :4r s 

<!>» 

= 4!l tfF-U 1 4V S “ > 7 

2 Mr ;; 

5 » f 



- iH, ,"«7c/i'* i iiitU’H 1 * 

s > f ; 

• ^ 1 

4, * 1 


+ 4.4i* 11 ittr j ,v. ■)?.,- • 

l!»*t > i 

; \,*J 



•t- H(i:J. H>-’~ 

:i4tf * 

■ » 4^ , 

tr- i:.; 


+ I4(‘2li^ “ llirrtf. * 1 Ilf 

*' 



^ 4 , t \tmtrurh*^ 

; t f 4 


:•; • f 


tlhing the letter y V t** d« 1 

■* 1 C « ,44 

s ;u', , 

, * 1 / l U 

the 

' rcHtilth of % i nut! *1 flirtt 





(l) Every iiivnriiiiif % l* 

i|4 ; 

t4 • „'•? 

\ , It!, 1 


8, e (4). 

( 2 ) Every iiiviiriim! h .-*»* ?$,* „m ^; t*^ ' , - . ^ 

U, F» If (12), where in jatiifnl u fh.- I - , e - < , , : , * 4 

of X, /x, i/ (14), 

Lot uh jmt now f, ^fl in mn| »*< - - ** <** 

lot uh mil NK, tft** i*mii r’%j?»'{ikLt*^ i ,0 >• 'i 1' I < ^ 1’, - ’ y ^ 

function of a, /J, 7, H r, or, ,d u r, * J /„- * . « - ■ r 

F 0) IE, derived Irmn r 1\ If In jer ^ • e 1) - 

duntly f -4 tL) 

The problem L ni«w, to find tie-e ^ .«d',\ v - > / f ; , c 

which arc nt tti* # mtue fine' i'. f o, ?, 4' til, 4 ( \ \ , > > 

been nhowu «t the end n| j ;i ft,,4 ? ,n-,« 1 - 1 

1 hereforc only thene eHtuhitnitt'Oe* <4 <* f j % . » ■*,, 3* ,, , <• , 4 

*\ ft 7, Sr. u r c 4' ■ 

The quantity 7* whirl* ^ 4L** * mi, ,\tu <, *,.»'<• * e * •. <N « ,* 

to (f>)»7 9 is ex|tiv*rthlt< ill frfinv , 3 | sfr ,**„ f „ 




A MXKAK grATKHNAUY HV USTITrTI«»Ni;Ui»r!*, 


ih:i 

Thr invariants *I\ } hu\r tit** follow tug '.thtrs f.*r t t u 

<ly* — t 1 lnM #/1 - l I Ay t h) A. I 

<**« a T‘ ^ l2T) 

<Iy ttr % ( 7 a*i I « K 

tv y \7afi lit, i 

<IV* r* • iTa/l i i n, I 

Now it in t hat I tit* tjuaut ii tr* |‘2*i I ;uv r%jitvvot*Sr m 

intrgm! of 

ti\ />. A, it \ n*\ »v, n,, . ,, .. \ *ls i, 

niitl r»»nwrsrh* w h*uv A statuS for 

I*^I J I *1 toft' i t 

Thu* \u* limy hh\ : 

77ir Imtlintf tmn t»f #i«// inruruint flwf v* fli.if of % V 

whirl* duos u*i| r«»!ifHill ti iv on yjfiirfjujt m/ f/o* »p»M liMirJ 

12s i, 

If \\r writ** tin* 2 tvkftfttot f T*| nr c;iti in u. /*, *\ A, r, w*- iiii4 
!*’ ! lit' | It! '!■# ii A ti ! t 

i 2*11 

Ihfiy f t 24#r iv f A J 27*rA <1 

Si no** now fin* Irmhng tn lus ri7 i of our umu mnt ** <t% it?r ^inn 
o\*uih l*y th»* (|t|finf itji'M f £JH| *i', if will h*“ j»ov»thh« In iual*«* 

Hii\ roinluiiiif inn of U t A, u*\ <i*% on, r ! s i linninig l^sni of %*itfp- m 
%mmnt x ¥ winrli wilt 1«* givru It) a f»ro|tt.u infrgml roiuhanat i**n of 

fin* tuvarmuN 4 1 ,, 

I f}i ih rvnttlf with wfiiif w-itH *titt«*«| «f fit** lirgiiiiniig 

* 4 * thin w** umy *«i\ ; 

AYrri/ minimi Imwimn af h t A, *#0, nr, rr, r- ! i« *i fhiftrfntoi uf l * t 

117, * 

\\ v Imvo tm\\ to fin* 1 tin* roiplifitin unitor wlikSi ih.ii inlrgniS 
ItlfirflNii *4 thr javortJifig ijiuui! if n*H h. A, on, m nml #r 

rilli !«• ii fiiliilfMll uf t \ V , t If' , fin! iirr'Hptilig !m | o* r»Ui l*o 
mlllrnt to tP III III fin* *»f J|*-r *{ill.|lll If »«•■* Illl4 flirlrf**!** 4 I 1 ) ilifrglill 
flllirt I# *|t of tll* f ijinillf ft Jom l2H| run hr rnhlrnl In 

*vf il*. A, 00 , rt\ r*u I *; i ft, A. or, no, * r, n 

wliii'r fill* H#*io»|itI jijilt 1 / Hot rontiitfiili^ Ip 1-4 II filin'! 1 * ft* of V, r , tf7 
oming to fin* gn *11 fti* i «-iii 
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ft MAMtiitifC 

The problem in now reduced !*> * mono*/-*■ m 

equation; 

fft A, UC Ot\ *>'. #■ ’» ^ * I I H 

Let uh expand J nrrurdiug to p>*wm -> * * ^ *‘ : *" ■ 

those terms which contain r and had * » 1" jA 

h f A* m\ m\ n\ r 3 only, since *r . c* * <4 ’ ^ 1 1 

terms an* functions **f V, V, t It , mm a* h **-• . ^ e; 1 •: 

tt 3 , ip(l* t A, m\ cr„ uc i 1 ( m k I i, tt i. 

In this fuiulk»ii W'*‘iiPiy HiippM'-,, th,*-^ .*<* n •* a 

first power bemuse nil the high- t pawri end *i •’•* < 
a which are higher than u 5 can }*»* i^fo^-d b> ? % A* 

tkm (.11) cun then be written 

</ a [ <£ t (ly A) -f ft<*$;</% A i i mfy i n. A i 

I Ur.ft, i \ A y f* ' I , d 

But uLcr^ (ur) fuel tint I irmit td 4 t c« < ?*u i 

SnV •■ 3 ‘ fc* t «leo ^'V « A' dV < t ■ 

The 3rd urn! 4th term *»f fie- Lb - d* >>? < v.; .a ■ ! 

expressible in term** *»f Ik I* , II , amt d" *,♦ 

ti 1 tA Ai l A*j * I111 l\. if * 

In thin equation let m jmf fm» ?hic ;« * ?,/«*• 

in a, h, e» A, which are gUm* ,*.•» tan 'n- m. 4 5.. v % 

7; * v,. 

*y, * r. fl 
*tf 4 f'js I cS # , 

according to (K), Tlm% t$ie! ^ 

inericnt factor* tin* vulnrs ef ii, !♦, A ikj %,-•«! ,y.i ■* k 

it, 3 jf s f # h t * j 

A iS |# ( M ^ • i’ ^ 

where X, v are the ijiiuntiiii ,!» ht^A by »I ♦ ♦ ^ t , 

In file term // {I * I >4 II i m iiit^ t , %%-t j| ^ ljAf 

since they are hoiiuigrjiriisi^ m ty and nh a,, < n, 

is not ntlecteii at alt. But T m 4 >n jin y, k n *„ i ; 
p $ nnd so we obtain tin* r<jn#iti«in 

(I/ + I4I |# 4 lX t ||| f | l-- | #i i j - &*K i0 , 


A LINEAR yrATKKNAKY srilSTITt*Tl<»NUttori\ 1 8b 

The inft side of this t**|u;tt lull vtnu'sh itl*'nti'**lhi r\rrpt wlmn 

4 h and are both zero, brrnn-r* fit*' *»nlv relation between X, ft, j* 

i* i^iven by U > 

a*" X Uh i 

If should hr notiertl that in nrd**r L* mak** fhX romdusmu if 
was um-ssary U* dispose <*i f hr tpmnui \ a in e*jiia!mu fNLf mid f hr 
following equalions on a«vi*uut of r 0 t*»i* 1 / 0 

Xi»\v if ran hr shown nf nmv t lull rtputtmiH *T> hmuiM Mihsist, 
fur, applying the mbst u t if ion 

\ — 1 . y/ >/,//*, 

\ 7 . //* !/■¥,, 

all terms remain umdmmpd < \rept iIt* tart or t y k \ 

IU tins llir follow ini* 1 flirMfrin lias hr* n pi*wrd 77?r 
trrm 0/ 11111/ invitnunt 'J # e/beir itr^up ti 1 <# >f« o.fr,/ed *♦/* 

tkf (pmutiti*'H h, A, nr, rr t r\ 

I 11„ 7 # /n* of 11! IS |#'I ?! II f V of* f 

Let UH drnufr hy *|> ail) llltr^ra! hmrtlMU * 4 * ill*’ It r\ 1*1 *I|S 

dy (2XJ; Irf he that uilitr of «|j uhmh h obtained by jaiHunf 
i t It, rhrit we know fhat t#i, will hr H<»mr ftmrfmn of It, A. m\ nr, 

<*r» m 1*4 now any imminlit % f # *4 1 i la* 

'V % th 1 f. . 7 : 

lllri’r will r\Ut ;st»fitr fiifirtfoft i|i whose trim f|r W i!t hr J»*V 
risi*|\ % l f ditr*\ owing to fh«* result *»f | a 'K* # as I hr lending' trim 
*4 fin* invariant db t% a Is** r \ preamble in terms nf I#, A, tie, #ir, #v, m 

\\ r bill r f Ill’ll 

$ ■ 1' * h. *#. 

Heurr 4' t|l f. I P - It i 

fltll thr appearance i*t ( % m a factor nf nn nnjiiianf in\**li**s nt 
offer the appeal llfirr of tlir w|i»*I* function l\ ItHl its it fart or, tills 
tiiiirtiiii* hrtu^ I Si** jir*i4t|rt *4 nil thmr frrtns nit** w hirh i t is tnins 
t»»inird h\ flir sitiistitiiiioiis of (L dints it lAjhiwi 

% ¥ i|t Ik V. 

and in lilts rytfif?ion uuhl a^nun be nn invaiianf ?4 Aj.j.lt 
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ing the same methyl again to x l f , *' u '. *'*' "b^iir. * ■« i .if 
equations 

w 4> * iVlv 
V* $ i lVl f , 

I b" * IVT . -. 

and finally 'l'® $ 41 \tf ‘r IV$ • IV# ? 

where <f> % <f>\ <}>'\ $>** are integral tuneiiMOH * h< <i m* 

<I>* (25). 

So we have reaeljed the tolhoung revolt 

Even/ invariant aj it i* n« integral f l\ 4\ *1%, *|\, 

4> w , 4\, t <I> U » tW«rt/ % I -Hi ami |^ s »l 

These 7 fitltHtOtiH enlist it Ufe I}$* I# |m 1»* tV .• aef4m, »n Hi, lu M | 
invariants of (i. 


| 7, Relations Iniimm th* yV r: , a *\? . •. * v--. 

There must e\int .1 tvlutmm le a* < e *V • !*-..& ; >/.* , ? 1 
Systran, the number of in*l* {** iebn* * ,u; A/*."; > ■ | 1 1 

relations are of the 20th, 22nd ami :M^h, T » e■ * y I ; sm y 

t ; they are given by these *1 eqnatna^ 


(1) 7<I>; J (<IV*t dy ~ dy$ i 27dyidyl* * ♦!*.« 

4dMl4dy ■ 7 2My!% * 2M* 

11 t:tdy 2!«*iy K dy > *l-,• f, ?iyy .. n 

( 2 ) dydy 4 dyly -t 7 idydy * dyfy ♦ dyl*, %!\ d* : 1 , •.n 

(S) dyy4 7dyly~dy t dy » *Mm todyly *.*, j 

! 7dy t Study *!% * Idyly * My* I ; , i 
- bidyi IV * IV - <* 


rxivKasrn or ri«a *m», 



TABELLEN VON ENDLICBKN GONTINUIR- 
LICHEN TRANSFORM ATIONSGRUPPEN. 


Vi 

FKANZ MKYKIt in (’LAFSTHAL 

1. Uii; rinMKrnvKX Unt’m:\ um Km:nk*. 

I HK rr>tr Tubrltr rlif llilif dir T\pm \«H* {il'rjrii i\ii$ drl* 

KtiHir, «Jrd** rVIHf irrlidr jm»jrrt tv r ifltijijir d*J' Kfirii** III-**! bit'll 
dtijvli |irt*jrrli\r TmiiH|»ir$iiiifirii m mimti tmd nut **m«m d«*r ittif 
rttf »ii T\ Jliil uL’flfthfVfi, 

I drsr T\ |»*U Wrldm in d»*r /l\*4f*4$ Tliltidl** UUt'T t Iiiilll 
d**r li*'i ilmiii mvurimit blmitmidim < bhild** * in/r\n 

I III- drift** Tlilirtlr gtrhf tur jrdrli T\ JHIH i'll!** I'hnnirlil iHl 
iinjiriiinfr 1 htlrfvut ial^lrtidiuitj^ an, in d**m Sum**, d<r« d**i 
ji-ttriL \ uf lirgHld* 4 T\jitW dir fcifilfitMnrftdS r J»r««Jrrt H r < iriljiJM* 

d**r El»'Ur *lltl Hf I'llt, Writ’ll* 1 till* /.u^tdmi tgr I hftrrrnf ml^tritdmtil* 

iimuiiiiif In**!, 

* til 4*111 III |k!4r ^r->rlir|||rfi4i II Witfrl Mill* M % «tl Hr III* JKfi|!*4 %mH 

Ifrltli far t*rsJti«rilr!rsi iliillrH flft»|r*l$ 

ft I* h 4*** l it lift i If si #»4 Ini | f*4«#?n ni4fiM«ni |||| #tff lli|||i|»r|* 4r? rt s?*i|* tffsiil Hrgfrfi 
’Ii.hIm*!!# 5 I 4 *t ^«flft'J?trt Iwt illrftrlltrll lit#'*#' " n!," flirtt® tltfivl, 

tlicjK Itttlfcfb 1’4'lirr ri<r|-lr|»i|li|.?4'» 

!*»«» iiifiiiilrfiiijiiilrn j*i*a»**Mrji 4 * * nmnt n»rh niP'lt in 

*1*11?, rt»mftfft!!b 4r|l|||rtrJ|el r| illilrg Vmii llilfli Hr h *’H r i n 

4 m!i Ilrfili I,|** Ivrtf tirilrlrii fllllpfr lilirl Af»*rl*4t)f}t?«*ft 4**1 I'tniptCMf 

lri ? r!p*lis|,*f is|i|»-|i ; »u 4 ipirli 4 fr It4Tsr*ii#^ t*|i>utii'l*-!misniii tin I'lsrifsf-a 

t|||erfi"f /niritrfj |*^|irljf» Inin tliirfiij.fl 

l4l4I|»‘|| rfilliAll ' * Hi*’ h r Ur $ tv 1, n ’* Itrfrtlft rUU^** *|*"t I ritlu*.! 

tfj* lllnrfPl' 4 nllr|| T»W* 1 U\ m* %m lllrll* |t| t |»4 I’i 4 S 

I Hr l!r-»|rtlltilr|;? 4**f til fn4$n‘ hr i ! m trl*» liril rttsrlU 

||r|lino 4ri 1, 4ir fttia »|r* ri o{*4* 4ftiriis alls 

lialpnr l«*ii |t|ffr|r|||?nl*i4|ir'ti Slll4 I t%t|f I»* 
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(27) 

d = x + h, 

II 

(28) 

4- 

II 

>5 

, 7 KT 

y=y + lcx+ g 

(29) 

x — ax. 

II 

(30) 

X ~~ X , 

y'—y + i- 


Unter einem m-gliedrigen Typus ist ein, von genau m unab- 
hangigen Parametern a, b, c,... abhangender zu verstehen. 

Nur in zwei Fallen, (1) und (17), treten die Parameter in 
homogener Form auf. 

Tragt ein und dieselbe Hummer die Indices a und 6, so sind 
das stets zwei zu einander dualistische Typen, die iibrigen sind zu 
sich selbst dualistisch. 

In (5), (14), (20), und (26) tritt noch eine willkurliche 
Constante a auf, so dass jede dieser Nummern eigentlich unendlich 
viele Typen reprasentirt, im Allgemeinen* sind zwei Einzeltypen 
mit verschiedenem a projectivisch nicht in einander uberfuhren. 

Endlich sei noch bemerkt, dass die Typen der Tabelle in eine, 
leicht erkennbare, canonische Form gebracht sind; wo z. B. 
(wenigstens) eine Gerade invariant bleibt, ist eine solche in's 
Unendlich-Ferne verlegt worden u. s. f. 

II. 

Geometrische Gharacterisirung der Typen . 

A. Das invariant bleibende Gebilde definirt allein schon den 
Typus. 


* Bei (5 a) fiihrt 1 - a stets zum dualistischen Typus (56), bei (14) gehoren 

immer a und - zu zwei aequivalenten Einzeltypen; bei (20 a) liefert - wiederum 
a a 

den jeweiligen dualistischen Typus (20 5), endlich gehoren bei (26) die sechs Werthe 

1 1 la-la , _ 

a, -, 1 - a, , ——- , —- zu jeweils aequivalenten Typen. 

Die Falle (7), (16), und (24) lassen sich auch als Specialfalle von resp. (5), (14), 
und (20) auffassen, sobald man bei letzteren die willkurliche Constante a homogeni- 
sirt, also schreibt: 

(5) x' = a a x + k, y'=a^y + cx + l. 

(14) x' — a a x + k, y' = a,Py + 1. 

( 20 ) x ' = a a x , y' — aPy + cx. 

Dann gcht aus (5) fur (3=0, a = l (7) hervor, aus (14) fiir a = [3 = 1 (16a), fur 
<1=0, p = l (166), endlich aus (20) fiir a=(3 =1 (24a), und fiir a = 0, £=1 (24 6). 



roNTlNtUKUritK THANS^mMATloNSUIUTfKN. 


nu 

(! \ W<*4rr v\n Punk?» n«u*h »*inr (trnulr, uo»*h riu Kryvl 

srlmiff blrthm invariant. 

(in) Invariantr <hm4r t4, i rittr <imitlr un4 riu aut' ihr 

lir^rliiltT Punk! K 

(t\n) Inv ariantr ( »rra4r ttu4 invariantr Pliirlirninlmltr. 

(4) Imariaiitrs Litiirttrlrmrnf, 

(*S) In variant rr Pnnkf mat invariants (irnnlr ^rtivnnt. 

ii\ a) Invariants Umutr un4 /a\rt invariantr Pnnktr itnf 
ihr. 

(H) Wir hri ( S), n**h*t ttl\annul I'll Pllirliriillifuilt rii, 

{IA) Zwri invariantr Punk!** nn4. aussrr ihtvr unariantrn 

V rrhtniirliflru, Ilorll rlur inx iirtutsfr t »rln4r iltltsll 

riitrn 4«T Pttnkfr, 

( Pin) Invariantr Pnnktr rtnrr th*milnt. 

( IT ) Invariautn KrgrUrhmit. 

t ill | InvariuntrH 1 hvirrk, 

{ i\ tt ) Invariants Pnnktr rtnrt t «sni4ru uu4 u**rh »*mr 
invariantr i*sru4r. 

l2ri Invariantf-r Kr^rlnrhiuti un4 riu imaiianfrr Pnnkf 

ant ifinu 

(ill) In variant Ilivirrk uu4 / 1 invariantr, \*»n Urrit4*ii 
VrlM hirdiUir < htrVsfi* 

{ 1*7 ) Ztt fl.li nrrti / 1 invariantr t *urvrn 
(is) Kin invariant*** Kiniriirhiiirnt innl / 1 RrgrKrliititf§*» 

<!i»* *IirHr:H rritirin huhrU 

r3t Invariantr Pnnktr riurr i Ism4sn tui«l invariants 

Strahhai sins** nirltf inif 4** I Ismdru lirgrinlm 

ItUnrhuN. 

c:iO) Invariant** Pnnktr shirr (hradsn find invariants 

Sf iahlrti rmrH nut ih r (hmdrn Ih^tidsu {!ii%rli« s K. 

Iliw invariant i* I htuldr im Vnviu unt d«-r A i uni hi d*t 
ParanK'trr rharartriTart 4ru Tv jam 
( I 4 <11 WJr ittnl, Ilhrr tit rl^||r4n^, 
t IS) Wn 141, ahrr / m n^lirdii#, 

(I ft n i Wir i it ni, atirf /.vvsiidisdmr. 
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(20 a) und (21). Wie (15), aber zweigliedrig. Dabei ist (21) 
zu sich selbst dualistisch, (20 a) nicht. 

(22 a) Wie (16 a), aber zweigliedrig. 

r. Das invariante Gebilde—ein Linienelement—, im Verein mit 
der Anzahl der Parameter und der Angabe eines 
Untertypus characterisirt den Typus. 

(5 a) Viergliedrig, enthalt (20 a) als Untertypus. 

(6) „ „ (25) 

(7) „ „ (21) 

(10) Dreigliedrig, enthalt (22 b) als Untertypus. 

(11) „ » (25) 

(12 a) „ „ (19 a) 

Die dualistischen Characterisirungen sind der Klirze halber 
unterdruckt worden. 

Die Falle (3 a) und (13) lassen sich auch, unter Weglassung 
der invarianten Flacheninhalte, unter B. einordnen (mit Angabe 
der 5 resp. 3 Parameter). 

Die bei V. gegebenen Definitionen konnten noch mannigfach 
modificirt werden. 


III. 


A. 


Characteristische invariante Differentialgleichungen fur die 
Typen der projeotiven Gruppen der Ebene. 

Achtgliedrig. 

(i) y 2 =o. 


B. 

O. 


Sechsgliedrig. 

((2 a) 5^4 - 3y. s - = 0. 

((2 b ) k 0 = 0, wo k 0 unter (3 b) erklart ist. 
Ftinfgliedrig. 


(«»•> £-/(**£*) 


(»») 



k = 3y t (ty$ s - 7y,y 4 ) 

- 8y s (% 2 y 4 - 5y 3 2 ). 
h = {%yi - yf (83/23/4 - 43 /./) 

- 6 («yx - y) (* 3/3 + 33/ 2 2 ) 3/ 2 3 

+ 9x-y£. 


(4) E “ste Form: 3/3 = 0. 
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F. Zwoigliedrig. 

( 18 ) 

{<“*> 

[(196) .'■■)/., =/(.n/, - l! + h )■ 
((20 a ) J )' 


/^> -n 

(20 6) i/./" •«/( ! 


(21) afy, =»/(.r»/,). 

G. Kinglunlrig. 


yi 

* \f j / * 


(28) (// 


(22 ii i V. 

, ft 

<226* •/. 

, f 1 
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It 24.(1 c; 
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ltI«M Vj f < 
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w t f cine willkUrlirho Function,»t«-r mini F» % * *»*• i*- d* > « >, 

—im AllgHumnen von Null wr^hirdrjn a b * £ , 

karm, Mit AuHnulum* v«m (I i t fibtf, nud i ll In, -^»u it#* * 1 1 

l)iffi‘tvntialgltirlnmg«*fi m gi*Mrh*bbrn t *h > = dtb ■* i- U*r *» * *i 

bidden I)itftavnli*dmvmdiuittM» flirting! m «h!nnn„;. * * b L ** * 
Cirup|H! ibrc*m*itH aucdi woir** • !*• va L« * ** a ^ 

Jeder Typus i«t defiiiirtmr ub db n'li/*«,». ,!**.>.* b; ipp* > * * 
PunkttranHfdnimticJinai, db sn^Avn *.'• 1 nd-* < 1 ^ b •: 

chung dor Tabeile invariant 

Mil Hiltfe von Zfihlen und Wwa-t d* r bafbt* * m . x ** 

laSHennkh kdeht nodi tditfiirlirtv iiivini.inir IkW* u ^ MbA'«br- \ & *■ -■ 

bildeiL 
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ro.VriNUIHLK'HK TRANSFORM ATION'SUU COOKS. 1 07 


(40) .r~x-\-kz, — >l f- k.r 4- z' - ; ' 

(47) y ■-g(.r + /,-■), j/' - //((/•) /.m-- f 

(4N) e k {x •)■/,"), ( Av + /,'», !^I 

(4H) r ) k:), ;i ' Vr 1 * ^'/ 4 /*'•»■ t 1 .! ^. 

((50) .r’ //(.r | /.\-), iji a u l /.:, ! ,!<)(/) 

1(51) .r --*«■*•(.»• (-/or). -"*■»/ » /.*. >* 

j(52) ./•'r //*■*>, / '/*’*'('/•) »•.<•) i l\ >J- ) t l!) /( I 

y I <V) | /;, / i'V* 

|(54) .r' • i/fV, »/ ~ ijptf 4 ■'/-!, ^ 

1 (55) y f«r, >/ («>/ ( c' pi 1 

j (, r*i») ,r # ttj\ y . tpf i /,% j //* | 

iTmi y y f^/1 ip s t m : , rin 

It :>H I j J ’ t m 1 Vlr, // fV 1 f if -| / i m i J i I 

It r**t) .r ■ ■ ,r ! Av, / // I /.\ / - | 

^ 11 HI I y *f.r -f Av. if if if I l:., s fj: > i *22 a ). 

ill'll I y rir | k:> if r ! { y I l/l, / r^l 

y - j\ / '■•'// f nr 4 /,*. / ; | 

\itVM y--*fj\ if tftf | *\r i I:, :* i/: iTIhi 

IfiMi ytf - y {^ 4 nil $ h t / ys I 

i(6r») y *<u\ if </v» z* -•» *jz 
1 r 12*» 1, 

It Tilt I y t** l ii**J\ if *- 3s t*ii® * 1 if, Z* ■■■- t*U$ If) 

jltiT) i kz I, .</ ;-»/</>_v f ) 

,, /.' 3 \ : ' 

[(OS) y t»i.r t /*•»*), y „ z), 


1 1 i;!f i .r f ■ * Kt*, if i ~~n*x\ 

l7(l| y fjtJ\ if *jt*: T:p *jz ^ 

I yi t l>. I \ I 

•;1711 y ; y*\s i ks\ t if y ^ 

*t 72 > y - r tf U k* hz i t ;f : '* !!**}(* » > *jz 
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| ( 73 ) ;/ }i * L j * * *1 ' - 

• f (74) ii '■ ^ y * L* 4 .* : 

^(75) y^i/is + hi y ••■yj.y * i; " * ;! ' * 

[(7(1) */--</;/, -2 ' : 

1 ( 77 ) y«fv, // ^* J y. s .>*** 

f(7H)/-nr, 1 / y * h. ■ - j 

|(79) / r? IJJ\ y p* yy ♦ *4 ' - :** , ' :|111 

1(80) / f/ fhii s - *'■* 1 

il 

(Hi) a* *j tU\ tf ' ‘,ty t . 4 ■ *-* ' l ’ ' •• V 

<{, b t C,,*<t t » hrilrUU’U * •' •' 1 *: 

«t /3» 7 willktlrlirlir t‘”3r*uu4 u \\ ■ ■'- . I , 

uinur INitiii/, nuftritL *i**■ •*■■ 1 L*•< *• "■ ' 
fe«to Zahl fx 11 di* ID*:-** >Di * ** - ' : - < L 
Wahl fiir diu Urujipr •< 

Du* nrhtH Itttt/uiyiti^rit* Z:d,h -. "'.*•■ 
zugululriguii nkht h * tn^hn,. 4^ ■ 


IL ALLOKMKtHK AvvSiStVA v* H.r. r«' '■■• .* a> ♦* * *'»s m 

WtlllH Dill m % 14’.a i,-#‘Hf. 


flurr Lit* hat h«4wm$4l$4i v-D u .:-v, ,;* . • 4 

lielum miliiiiiirltrluii do 1 , 44 ,, „ .v* •: ' I 4% - 

LiaWhu Tuful* wh’ijf-nsia uur *<-* ■ : > 4 * • - i * * « *' t « > 

nan, «hUu% wrrnt iuau m*l *k* f ‘ D ?!• , >, .% 

gatm4iiti*ii (Irttjtjint rfifhnuy h .>)**• -4 -i '•,< , 1 \ fc/ ,% ",< , 
clurctfi liifugmlhiti daia^ *tu- * vA,*- h< - f ^ ■ * r * * • 

hmuMirfa 

Judu uiiillklu* rnummu lu4^ * j 1 -• ^ , I . i , ..>* 

tiuiiuii «lt*r Khru** |*4 \*nu &*- * t * , i a - 1 »’ r \s 

uinum mid uiir fiiuiu 4» 1 hm hv i h *- ^ ;•.. ; I . f» „ ,,% 


l |tl* 4l# Wiitte ‘ !**4 / 4 4 c-ihi 
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A. Crnppen mit ketner invarianten Srhar vuu a x (’urvcii d. h. 
primitive (Iruppeu. 


, , (?>/• + /»(/ 4- A' 

{ I ) .r = 

V.r 4 J;i t- 'J 

// : 

t\r 4» dy l / 

<\r 4 n k /// + f/ 

{2) y = fix 4- htj 4* k, 

// ' 

C.r (• </»/ + l. 

CD x # -■■ fix + % 4 k\ 

if 1 

-- c.r 4- </</ 1 /. 

ml — /x 1. 




B. (Iruppea mit mtr eim*r invariant**!! Srhar von r 1 ( 'urvem 

(4) / ^ j\ tf - tf 4» / 4' f W) t .... 

Die ^cxijdnd willkUrlirhi* Pimrimiien \on x, d»x*'U C WflietrutHt 

iiLs wiilkiirlielu* ( \m4unte fungireii. 

CD y j* 4 tit/ 4- / f* /c^|{x) t*/»v£*Ud t .... 

Im riirigen wie hei (4i 
HD y x I // ■ 1 / !■ e**i/fxI, 

a inf nine willktirltrhr Const aut.i\ *n*r\ ebm arhifmiv gnu/.** 
rationale Fiintiiou von x, drtvn C kiofliemtitoti als I*nmm*4i?r 
fnugiivn. 

| 7 ) J J -r, X 4’ h\ if dtj + V m, t} i X t 
Im rbrigm wi*« hid HD, 

< S) x' fix 4/o *f’ r -'ti*!f 1 f/Frt 


Im ilirigim wie lad f«D, 

HD y t^x -f I*, tf ■;* I"* i|fx) 4' ffr Mlil x wl , 

w int tier Uriel dor giui/en rniionnhm PttnHmn 511 x), 

{10| 

111 ) 

111 ist t 

f 12> 

ii:ii 

m 1*4 1 

114) 


y 0 nx 1 k M tf vm 

(/i/ 4 - if (.»•). 

, filr !' A* # 

«"*!/ + </(.!•) 

X u i if 

ex C l * 

(»’.»* 4 l >"* 

[or Clrod von 5 / {x 


, aj‘ 4 k 

lift 

x ■■■■■■ » 1 / 

ex f tj " 

r.r h;t' 

, iLt f k 

il;/ l //(./•) 

X -3 tf 

t\r | tj J 

(*-x ! ;/r ' 

(♦X {had von f/fx). 

# f rx >■ lr 

it if 

x ' - * * V 

t *x 4' t 

f x 4* I ’ 
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C. Gruppen mit zwi-i iuvan.Ui'> n S r 

( 15 ) *’* jr. / = + 

. # tly I l 

(W) *-*, 

(17) x « x 4* l\ *f d'J * 5 ■ 

, , . ih * l 

(IK) x » x + A\ v f -._ . 

( 19 ) x = ttx 4 k\ It * 1 

a m% mw willktlrlrls** Cun^an^ 


(20) 

it »- ax 4' l\ 

}i 

.?;/ « f 

(21) 

x ~ ax 4 s k\ 

ij ■ 

tit/ * ! 

* ;/ ‘ 

(22) 

f ax + k 
x - 

ex + tj 

a 

\l;i , : 

Yv « / 

(22) 

t ax 4 k 

x - t » 

ex | tj 

]i 

»t v * ’ 

f'7 * 'I s 

ClruppHi mit r 1 inv,uim% % > 

(24) 

X as m\ If * 


»/, 

(25) 

#*' » *r 4- k\ 

*/ «■* 

•/1 i. 

(20) 

x « ux 4 k t 

v - 

* l!f| * 1 


E. CtnijipHi mil m # tui-uutS',, **> X« < 
(27) x*’.&jr h it ■ if I l 
Dm Clr«ji{«4i md. mi mm m !.»’ 
gdbrtmht, tliuw tiri 11, jt* - * mm* 4t* -m 

Curvt*u lwfrrt, 1 h«i t\ j - **m*m. v - > 
bei IX alb* Seharvu ax * by ; 

Diet tt t b % c:» < 7 ,.,* brii**u!rii 4 ;* 


CLAIlUTif#%i»| Anhmjt Juh 1H^ 


UEBER EIGENSCHAPTEN VON GANZRN ZAHLKN, 
DIE DURCH RAUMLICHE ANSCHAUUNG 
ERSCHLOSSEN SIND* 


VON 

IL MINKOWSKI in BONN, 

In drr Zahlmthruriv win I, wit* in jrdrm nndrroi (trhiHr drr 
Analysis htiuftg din Krfmduitg mittrKt grvmrf mdmr t 
Irgtmgni vur drh grhoi. wiihrmd nrhliradirh vinlKdnht imr dir 

ititidy! brftoi Writtnithmrn imfgrfhrtlf wrrdru, Irh wiirdr drMtiitb 
nrhiiii im orh titrlif in dvr Lap* M»*in, tttrtn Thrum xtt nr.Hidif; 
*•* ini dit\s iwrli mrlit mrim* Aborht. Irh will birr giut/ allrtu 
\ mi dviiijviii^vu gvumviriHrhrii t trbildr Hjuvrhrm wrlrhrn tin* 
rinfitrli,Hfr Br/.irhuug m tltii gnn/vii Ziddoi tint, vnn drm ZuUlm 
Diunntvr hat nmn, trgrnd wrtrhr Bumtlrlrvurdiimfoi 
*r, //, t im Kiuiniv vunttiHi(v^rl /,!» d**n InlirgritF tlrrjmigrn 1*11111411* 
d\ ;/, z xn wndrltoi, filr wrtrhr j\ wir \j k wir z gini/.v Ziddrn ond; 
dvr hvHHvrtii AiiMrlmutirhUril. wr^-u drtikr nmtt nivh untrr a\ 1/, ** 
grwdhtdtrltr rrrht witikltgr i %umluut\vn> 

Kinv Fi^ur, dir *irh h!h riu AnHNrhuitt utm drm Ziddrugitirr 
diindrltf* ot r«» dir mim brim Brwrim* drr MuUi{dtoilit4Stsrrj'ri 
(ah) r *.* a (hr) hrmu/u/.irhru jtflvgf, Irh wtirdr dr* Writrrrn dir 
wirldijLfru Hrhif iuiini dbrr gnmnU* {Imm* m mvidiiirn tmhru, dir 
Hirirlilrt ((Yrllr, Hd, 47, IVltrr rtit dir tltviomt brtivfToid*^ 
Prulthiu) titif gruiiirf 1 ‘i.Hrhvm Wrj^r rrliidfrit tint, It'll will liiirli 
jrdorh litvr uuf Frngrii l*r»rhriinkrm bt*i dorm dvr ffrgrtfT dr« 
l YrmdltrtiOi hilirmspidf* uumlirh «1 h:h tjanzr (Htto\ thrill bltm 
Alimdlllitlr ditniitM ill Brtmdlt kriniiint, 1 I )im Ful^rndv gfrbt 
III do* lliiltjiHiirli** EtltijfrM hIH tnrilion Bttrhr ** (Srofurtrir drr 
Zldlloi ( I hiia, hri B, n # friihlivr| Wtrdo*, Wot an trb brlnrrhr, 
duw* d*»rt tli** Brnrhinnkun^ niif Sy^tt*mr mo dm Ziddoi 

IlirJit Hill! f lilif,) 

l, Di r wdrhti|(Ht** llrgritF, th r mil driti Zuhlrn^ittrr in Zunuim 
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menhang steht, ist der des Volumens eines Korpers; dieser Begriff 
bildet dann weiter die Grundlage fdr den Begriff des dreifachen 
Integrals. Man nehme jeden Punkt des Zahlengitters zum 
Mittelpunkt eines Wiirfels mit Seitenflachen parallel den Coordi- 
natenebenen nnd von der Kante 1; zu einem Wiirfel soil stets 
die Begrenzung miteingerechnet werden. Man erlangt so ein 
Netz AT von Wiirfeln, welches den Baum lilckenlos erfullt, und 
die einzelnen Wiirfel darin sind unter einander in ihren inneren 
Punkten durchweg verschieden. Nun sei K irgend eine solche 
Punktmenge, welche sich ganz auf eine endliche Anzahl von 
Wiirfeln aus N vertheilt. Man dilatire diese Menge K von einem 
beliebigen Punktep im Raume aus in alien Bichtungen in einem 
beliebigen Verhaltnisse fl : 1. Aus K entstehe so R&. Sodann 
sei a?a die Anzahl aller der Wiirfel aus JST, in welchen jeder einzige 
Punkt sich als ein innerer Punkt von Kq erweist, und es sei 
4 die Anzahl aller Wiirfel aus N } welche iiberhaupt mindestens 
einen Punkt von Ka enthalten. Dann convergiren nach dem, 
was C. Jordan (. Journ . de Math . 4 sdr., t. 8. 1892, p. 77) gezeigt 
hat, immer . a p a und fir -8 . ftir ein unendlich wachsendes fl, 
unabhangig von p, je nach einem bestimmten Grenzwerthe A und 
U, dem inneren und dem dusseven Yolumen von K. Man spricht 
vom Volumen von K schlechthin, wenn sich A = U herausstellt. 

II. Die tieferen Eigenschaften des Zahlengitters nun hangen 
mit einer Verallgemeinerung des Begriffs der Lange einer geraden 
Linie zusammen, bei der allein der Satz, dass in einem Dreiecke 
die Summe zweier Seiten niemals kleiner als die dritte ist, erhal- 
ten bleibt. 

Man denke sich eine Function S (ab) von zwei beliebig varia- 
beln Punkten a und b zunachst nur mit folgenden Eigenschaften: 
(1) Es soil S(ab) immer positiv sein, wenn b von a verschieden 
ist, und Null, wenn b und a identisch sind; (2) Sind a, 6, c, d 
vier Punkte und darunter b von a verschieden, und besteht 
zwischen ihnen eine Beziehung d - c = t (b — a) mit positivem t , 
so soil immer S ( cd) = tS (ab) sein ; die genannte Beziehung ist 
im Sinne des barycentrischen Calculs aufzufassen und bedeutet, 
dass cd und ab Strecken von gleicher Bichtung und mit Langen 
(im gewohnlichen Sinne) im Verhaltnisse t: 1 sind. Zum Unter- 
schiede von der gewohnlichen Lange moge S (ab) Strahldistanz 
von a nach b heissen. 











EH * KN HCI1A FTKN CIANXKE ZAHLKX. 
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Eh Kt*i t# dm* Nulljmukt ; oftVnhur wrrdrtt all** UYrthr S(ah) 
ibstgrlngt nmn, sown* dir Mrntgr drr Pnnkfr u grgrbm xsi, 11 ir 
wrhdtr X (tat ) * 1 ist ; dlrsr Pimktmmgr hrisM* drr A iehkih'p-et 
drr StmhldXtnnzrn, rs wird zu ihm in jrdrr Kirhtmig um a mis 
rim* Xtrrrkr Mm t> mm nut mdlirhm*. uirht \mxrhwindrndrr 
taingr grhmvn mtKMrn, 

WVim min jfrrnrr fiir irgmd dm Piinkt** #i, h t c imiurr 

S (tic) * S l ah I \ S( he ...., f ll) 

i*t, Hnliuu dir Ktruhldiaiun/.mi einhellhj hrixmi, t hum hrsit/t ihr 
Atrfikotjtrr dir Eigru>rhuff. dims tuit irgmid zvu*i Punkim* u t v 
in ihm imtnrr dir gnnzr Strrrkr up zu diramn Kurjtrr grluirt, 
mid inn irn*i>rit s ist jinlrr nicy end a a weave Keeper udt dmn Null- 

jiirnkt im liun-rm Asrhkm'prr fiir gun/ hrstimmtr rtidtrlbgr 

StmhldUtun/.ru. 

Al it K (alt \ wrnlr dir halhr Kuutr drHjrfiigrts, Witllrln mit 
tSrifriifliirhrii jmmllrl dm 1 'uurdiimtrnrhrnm br/rtrhuH , drr a 
ilk* Mittrljiuukt hat und M*Eftr flrgrm/.mtg dlirrh h nrtiirkf. I hr 
K I ah) Hind aE dir rinlHrliHlm riuhrlligrn S < ah l immmdurn, llir 
ut!i,Hiiiiidigr mmlytisrhr Auilt»Muug drr Hrdmguugru 11 ) t v2)a*H 
hahr irfi im **m!m Kap. mriiirr U, d, X, grgrhm. l*U /.rig! nirh, 
dim* iiiif Uiiind vm (d) iiishi’M* tin Imv iinmm* dir Ktmmtm Si ah) 
rinr aietipe drr 0«*rdumtm %m a und im I# inf, fmnrr zwvi 
{fuMthr ( Irii^m *j und (i vurhaudmi Hind, su duns man 

#1 A* (uli ).*. Si ah) r tth'iah) 

fiir itllr i# und h hut, rndlirh dm* Airhknt'jtrr rin brHtimmtrH 

Viiltinim / brnit/t, Ihr Ifrdrutung vm* p und H ini iiflViibur dh% 

dmn dm* Wtufrl //(»*«! * gun/ im Airlik*»r|irr ridhallrn mf nnd 

b*tzfrivr M'mrtHrifa gnnz hn Witrfrl Ad nil*., ^ , 

Weehmdmititj H«»!h*u dir Si ah) hrinmun wrilti dtlftdittrg 

Sll*n^ Siahi .... i4> 

JhI. Sii|rh»*H hut diiiiii tintl imr daun Staff, wiam drr Airlikiirprr 
drii Ntdljnmkt h!h Miftclpunkt hut, 

III. Eh girbt mi Xidilmigittrr nirmbar Ptmktr r 4 fiir dir 
Ad rrl 1 in!, Jrgrftd wrhdir pinhethije S(nh\ vuratlHgi^n/t , ird 
Itlr dirnr 1«it t»*rjilinkt r r dunn S i*tr) * ii Hviu. Dlrnr lrt/,1 r|V 










204 


11. >K 


Betlmgmig nun kutm m.: 

f t 

erfUllt werdeii, fur w^lAy ri :■ 

winder gt*lHigi‘ii Hiele r mu * m 

Am dwsvn ttil I u 3' ;.i”. .< 4 , 

Ktruhldistui}/ M s.n * *r. h-n > -.j* 

Uifcter|mnktt*ii 

falln ^ fr iM, Wild -'fdat.n Hs * ■ -. * •. 
pimkt it der K«»rj*r ><-e * * tf ? 

(Jitter jmnkt r ti* r K *r|^i ><•... : . 4 

ZWri Kiirprr «!♦* tn J* 1 ’. i ■ ’. 

vetBeltiedeti, Werd«m uuu dn v> * . j 

J?ti% VftntllHgrHrl/l, '** I-* ,f, • • 4 •- 

ideal inch, itttd *i si s, i. , - - 

ti(mt)f\ LU fur dm m m -!• ?.> * 

dm Begmi/jiiiKHi /u^uium n 

XUU Hi'i l! if g.J4«i -i{^ . 

man mnstrunv tit** hmr !»*■ e kv H 
im mlrfH A'twozi ]% uiL %'<>. . t* * 

.r, if U. * 1 1 it t! 

AsUS Sfttu)?* | ,1/ |?f |„ , , 

alle diene Ki»rj-i**r in 4» y? II ned # 

Hein, dtwn Viilumrii *| * ** >, * * 

* 

ana eirmnder liegen mu I |r 4 | , 

die (Ingleielmng 

: II 4 ^ it* * ; •• 

f| ’ 

hm'«,r; mm y , Ui .j 

U r,,HH g-'iimmii.-i, , j, fl s ( 

>--- Vi' 

mum m irfmt mihtLml^nn riurn % ,, ,, f , 

ffelmn, fitr dm ti t ^ t~ n? 

i / 




KltiKNSrHAKTKN UANZEtt ZAHLKN. 
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Dits hirnnif grwuunrnr Tlmuivm ubrr dir uin'rnds runravrti 
Knrprr mit Mittrljmnkt srhriut ndr zu dm frurhtharstrn in drr 

giiiiziii Znhliiilln*i»rir m grlnavu. Irh half** r*i, dmvh das 
Xtudium drr Autkatzr u*n Dtrtrhlrf tun I \»»u Hrumtr ubrr 
* jtiiit Irnt iHrlti* Ftirm«*ii HYrllr, Ud. 4o, X, 20U u, S. 2d I i itu>«vrrtji , 
zutmrhst fur tiir HlltjiHuidf i(t*ftmdm H Yrllr, Hd. HIT, S, 20! i % mu 
irnrh IntrtvsNt* nbrr I»irtr?i dir Kult'rmin'rtt dar, wrlrbr 

dirst’H Tlirormn hinsjrhf lirh iiu«*itr* r Funum atilnv-4 utit 1 vnn 
duiui iclt m %drirh hrrvurhrbm tv mi**. 

I his { itrirhliidtv.t-irhfn in (-V) frill dunn mid ntir tlitiin *dn t 
dir Knrprr N imt) r | 3/ tun dii* riiurltirtf f tiff t*t*|*tt uUl «* a 
iit-n Kama larkmlas t-tl'nllm. 1 ki/n turns %ur Alima dm v«41 
Mnndigr llrgrmizmii( drn Airhknrprrs dutvh mim midltrltr Anzaht 
vim Klimtmi* nnd /.war dntvlt titrlil ttn-ltr ah 2 i 2 5 it Kbrnimt, 

wrrdmt ; uiuidirh rs tunas dnnu jrdr tAmm Wand urn 
Sutn}Z M UM’h ♦ * \ t' 1 11 s | \ i • tirs Hatnli'h fulfil t * I rf is rifirU < - 

jititikf j\ v* * ruthultrn, tutd kdtinru flit* di*r;itftg« 8 tOffmjnmkfr tti 
4Wri, fttrhf lit Br/nt^ attf u mturf rmrhmt Wnndfti titfliiitls j\ j/, 4 
gk'irlti- itrstu mndtilM 2 narnbru, wit* utirlt fUr k«*inmt dir^ri* 
BtUtktr J\ ij t £ 0, 0. I) { uu»d. 2 j sfdti In ummi, 1km < Omrhhml 

xrH’lit'ii in At ftin mniiitH tnr mn i hhu th i rin. 

I\, Kh stirli I|, £ dri't Itticatv KurtU* It III J, V, / Itllf rittrf 
V»*t* Null S * t srhitdi ti*“U 1 trf rrmhlflllf I* Ik US srtrti I'lilmrdi't’ IttA 

dtrt t'f*«'!!, **d**t f Irrll 1114*t //, £ /Wi*t I*Atlttrti Itli! 

Itllirft t kirtlirtrlifrlt , Writer .h»U p trg*itd nil*' t*'*'!lr I ttMssr, lh*r 
dttrrlt 

t 


di'fttltllr lx v strllf duiMl. p .* t 1st, rtlirtt lttr^*’tld.M 

nttifim-ti K«njtrt* vhi ; fur das VAmum l r *li**srs f\i»r(«*rs ftiptrl 


man 

/, 




rn sit'Sl h t W t f dim I tit' «-1 ll*"II RmIJwI K pt W rtm p rtidlirh t‘4, 

tti ( 5 t iii*itwls das < dmlilr-t! s^rirhiit m H* f ia*du k^ttiluf Mutt 

i«i tlf |4 Sa!/ . 
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fat p ' I, *» tlidd »'.« iturner 
mmmtlh'k Null stmt nu<l J><r :tv. ' >■ ■- 

£ • * >i ■’ ’ s *' 


/' » 


tfl'f* J!| c||| 


/ml. 

Halt man j\ //* - vf * mmir,* »F ? V'.'i'i * . - * <»ii, 

wenn nicht gemde f n F ^ • *■' r " iv ui do-im 1 

Aundruck von p uimhhnngu: '*un * ' ,5 - : 4 ? 1 ■ v ‘'' ^ 

^ *5 0 nmfimdrltrh fit* Ini v.e p. *»** ••* —• <»; 

If I, | r; -■% Null k), Ivi «rrd 4 m ?• 1 $• K m » A,, rn 

alien uuderen von di» sen Ivap-m urj kn m< * • * ;■ * 1 *-- 0 .*'u ^un 


und al«n i and X |f mil p r^nUmmh<-U 

*» .i 

etmvergirt XJ mrli H kv ^, Fur p •’ * 


rise' hue-n |Hi p # 
, a n " i Fmi, 


kdnpipedum -1 * f * t* - I *• n * F 1 *- C •* ! ! F / '■ f^" 

neheu Cylinder - t * f • F n * * * 1 A A J . m-.A 

<dn Oefaeder odor eifft-ii ltippdo'.^d ">■>' F t > * * i .u u; 

Function links in {ID fur /<-•** dm g me 'sm •*. • M e t * •* F ^ 

dim man den Sat/. hmzufugyu loiim 

Kh giohi imrner gun/** Z.diF n m *, , d * * * t \ \, 

nind und fllr welrhe nan (d/C - H /* . urn •*. ■ \ „■ 4, .4 . . . U , 

hat. 

Diene Niitxe nnd die mudm£*-u inr u c-a* u- I' ■ u 

Viumheln iitsseii iiishruiitd*'!^ lu i-e \ t ., f ** Jt /t j 

Theorit* der algebmiseli*u Z-ihe-n /e ir ,i u Jn ,< ,:•> .‘n i It , ■, 1 ^ 

Hchcm Kiito* tlher di»* eom|*F n lvnF> ^ u 4. i I I-;-U. u e;, * 
Anmhl der Idenlelii^nn nml n >F ,, n- n 

Nachwein enttiiglieltf, da^ m 4m fti « i,,. : » ;i 

.algebmiHcdmn Zidilkorjins inme-r muid* -.s m r ( ; 9 « It • e t I .4 ^ 

geht. 


V, Kh mden u mid I# irg* nd , •« i- e 1 ♦ 

bnliebige Urimae> I, Di«* An^Midung 4^, iU |JJ ,5 ,* Us 

Pamlkdepijiednm 

— ? l # 1 • 11 t; ^ 1 , t ' :■ | 

ftihrt dazu, diwn t**t inuner gan/e Xntikui y / >;.- l-t w.do|»«- 

C)< j r I\ s - n: . * v ^ 

|i * - 1 f i 
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int. IHrsrs Krsultut, jrdnrh nur fur dm Full ganz/uhligrr 
WVrthr v*m t> hat t^ Krmrrkrr {Brrirhtr d. B«*rl. Aknd 
1884, S. IU7JB udttrNt drs srh«*tuhar tri\ial«*u, drssrn uugrarhfrt 
nbrr nnsM'r^t rrfolgivtrhm Prinrips (s, 10 rirhlr t, \ rmllgrmriiir- 
rung t‘inrs SuUrs atb d**r Brluv vun dm Krttrnhmrhm, WYrkr 
Bd. 1, S. | hewh»Ht’n* duns, wmn *-in<^ Anznhl vm t1 rOssru 
,systm»m in t*in»* klrinrrr Anzuld vun Hmdrhm tallm, mindrstmN 
y.wvi dunmtrr in rium mid drunrlbrn Brivirh m li rgm 

kmuum imhHtui; i*m ist di<^ rinrr drr wruigm Fullr, \\u hrrrit s 
dinars idnfhuhiuv Prinrip \vr*ri*tlirh gtrirhr Kulgrmngm rnnugltrht 
win dm iirilhnii*!isrh** Thrutvm in III. 

I Hr Brtmrhfmtg drs (Murdrra 


>r . ~tt: 4 - " - h 1 / - h 4 ? * l 

t 1 t 

\t S I! voniuagrsrtyt I, zrigt din Kxistm* v*»i* giu*/m Xaldm .**, \j, ; 4 

;| l 

fur urlrltr dir Aundrurkt* him link** hridr r. ^ * jmsfuilm mid 
zngSidrh : > 0 ist, uud fur nutrhr Zahlrn fiitdrf man danu n»«di; 
i' . 2 // * . 2 

, - ,f < ;|.4* i. * :f .r 

Uii'Hi* Sfll/.r WrSrfl Hllf rfllrfl Wrg, illlf drill IIIit Krfujg dir 

Krgrhtd^r iIt*r Lrlifv \ uti dm l\rf f mlirtifdnni zu \ rmllgruirinrru 

id IP I, 

VI, llrlrurhtrt Ifiiin brhrbigr rilllirlligr 1111*1 Wurh^rUrit ig«' 
A* full I, So rTHflirint it 4 uIh li|rttr*tr nhr?V t tt*rl|/r till* M '/ * Hr 
Mldirilllki lllllll bit’ll tttlf mdrllr S t nil l llrfrli Airhkutprr HUh rMH'tti 
grgrbmrli K*»| Jirr dmrli nllr lUMglirhrn Imntrrli Trill rdnrtiiU 
liiiiitui lirrvrrgrhrn, mm tiiidrt limn aurh in diunrr lif^Midimniilrii 
I *lltssr VMU FiinrfIp'l’rit^ iliifii«»r »i|rt|i% fill* ttidrlir 

,1/,/ ' " h :!■ 1 l 

|m| lb r XurllWriN dlr^rM Silt Zj*^ rrturtlrri rinr Iintliliirtif4idir 
lllrunr drr r**llt itlllirl udirfi fililjijir itlh lillrfi Uurujvu 
IliiltlMllrll, 

Kndlirlt i.Mt /ji rrttiiluinn drn^ dir Fiiglrirhung M*l 2 } flir 
«llr IlirgiUpF rtilp'iiVrll Krrjirr llllt MittrljUllikt nrrli mnr WrMiiit-.-.- 

Indir Vrruligrmrinrruug /.ulft^l, uitf dn* it*li iudrnH litrr nirht 
llirlir I ingrhru will 

|5m S % * im Jam I K*3, 







A DOUBLY-INFINITE SYSTEM OF SIMPLE 
GROUPS. 

BY 

ELIAKIM HASTINGS MOORE of CHICAGO * 

§ 1 * 

List of orders of systems of simple groups . 

The following is, so far as I know, a complete list of the 
orders of systems of simple groups which have as yet been 
determined ( 2 = prime, n= positive integer). 

(1) ?- 

(2) %n\, (n > 4). 

(3) £g(g 2 -l), (g> 3); 

the group of the modular equation for the transformation of 
elliptic functions of order q. 

(S') if (<r - 1), (J > 2, ( ? , n) + (3, 1)), 
q n (gsn _ (g = 2, n > 1). 

This system of simple groups is a generalization of the 
system (3) which will be explained in this paper. 

(4 ) (g w -1) g "- 1 ((T 1 -1) <r 3 • • • (g 2 -1) g ; 

((?,») + (2, 2), (3, 2)), 

in which S = [n, 2 — 1], the greatest common divisor of n and 
? ~1. 


* Note: This paper was the subject of an address to the Congress August 25, 
1893. In preparing it for publication the list of § 1 has been revised, the last 
paragraph of § 1 added, and the details of the proof of the theorem of § 3 
inserted. 

The term field {§ 3) and Weber’s term endlicher Korper are synonyms. Weber, 
Die allgemeinen Grundlagen der Galois'schen Gleichungstheorie (Mathematische 
Annalen, vol. 43, pp. 521-549, November, 1893). 
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(•>) (</•-•" - 

■ l > i/ ;n 

i , f/ *. -j 

- t ) 

' f r- 

-1 1 -/■ 

U{ > 2) 


• i > <r 

i ((/ 5» : 

“ l >./- O. 


- O»/, 

{q - 2, /i 

■2). 

<<•> </V 

~ 1) 2»‘ 

M/’„ i 

L - 0 2'" ‘. 


~ 1) 2 ; , 

fa > 

2), 

in whifh 


1 4- 2” 1 






Tho HVHtelUS* 

(4), (.*>] 

i, ((*) Other 

■ an* givou by 

Jordan or 

are 


dorhod from Jordan's dorumpositions of umlaut ttnuar groups 
by tin* prinmptu that tin* tpmtinut-group t of any two vousomifivr 
groups in tin* soriojt of mm position of any group is a simph* 

group;, 

'fin* syatmus 114 rib fdf, (th art* nimpl) infimfo; tin* aystmua 

fTl, (4l» Co mv doubly intluitm It in ulnar that of t ho film* 
dotiblydntinifo systems fIn* tn*w nystmu (li j in fho dmtsoHf, that 
in, its ordrrn iunvnsi* Imisf rapidly as q and n iumvast* 

Professor t ’oh* dinrovoivd hint spring a invv simph* group 
of ordor *104 not fontiiinod in tin* .six sy,stums fl g ( 2 ), \ 11 t* ( 4 >* 
foi.lfij. Tin* fiirt h oil that in tin* system i«T* tin* group having 
t#/» n I fJ, 2 ), order JfiO, hail previously buna identified u* 
holootlrirally inomorphio with tin* alt omitting group in six lot tors 
fit simple groups and f/o that tin* group having u/» al « f 2, J) 
had tin* ordor 104 of (‘ole's now simple group* lod to tin* present 
investigation. 

Tin* simple groups of «*«*uiposito ordor < 1100 have boon 

ooiiiplofnly enumerated by Holder ( Ammlm , 
vot, 40) and Cole f A Jnurmtl uf MtithwnttfirN, \ol 14; 

HuUvtin a/flu* iVVii* Vark Muth^mnimil Siteniy, vol, 2, p, 214, foot 
ant**I* Tiny* art* ono group eueh for tin* onions 00, 1 OH, litiCi and 
nu4, These an* all inotudod in tin* new system f«l # h bring tin* 
groups having, rrspeeitveh, t#/, n) • (a, ti or i2, 2), t7, I), Cl, 2g 
and 12, it >. 


® Hpi' J ortitt lit 'IViOfr' ifr« Sui»9i$iulmB0 t fl) |t» UHl, |5| |»|f, I7t* t |#*H„ |t|| jiji, *MU*, 
*JIS, Thru*' jrfmtirr’i mm* jiifvti tiy ihnU^mf C#«l«i lit |)tt* raji-rf* tin a 
|?ri^iaiir4 lij' Iiitn f« tin* 
f }km It I , ,i|t tlli/f#iii11tr h r* Anmthrti, \n| 4 Hi, 

* T*t» of uttirr fbf tttr tfttrti. 


r, |®* 


M 
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§ 2 . 


The simply-infinite system ( 3 ) of simple groups of order 


The formula 


/ _ ac0 + 

65 ~~ yco + S 


(mod. q ), 


where 


aS - / 3 7 = 1 (mod. q) 

and where a, 7, 8 are integers taken modulo q, and oj, co 
run through the series of q +1 values 0, 1, 2,... q — 1, 00 > may be 
considered an analytic expression of a certain substitution on the 
q + 1 symbols or marks 0 , 1,. 2 ,...g — 1 , 00. The totality of 
all such distinct substitutions constitutes a group of order 
—1), a particular form of the (abstract) group in question. 
The group is for every q > 3 simple. For an admirable exposition 
of the properties of this group, together with further references, 
see Klein-Fricke, Modulfunctionen, vol. 1, pp. 419 - 491 . 

The existence and properties of the abstract group as studied 
under this form depend above all things upon 

(a) The existence of the system of q marks, 0, 1 , 2,...# — 1 , 
which may be combined by the four fundamental operations 
of algebra, and in which the q — 1 marks (0 excluded) are given 
as the successive powers of one of them (a primitive congruence- 
root, modulo q ); 

(b) The introduction of the mark 00 (due to Galois). 


§3. 

The Galois-field of order s = q n y 6rF[s]. 

Suppose that we have a system of s distinct symbols or marks*, 

p ly p 2 , . p H (s being some finite positive integer), and suppose 

that these marks may be combined by the four fundamental 
operations of algebra—addition, subtraction, multiplication, and 
division—these operations being subject to the ordinary abstract 
operational identities of algebra 

4” Pj Pj 4* , pipj = pjpi 5 (pi 4” Pj) pjc — PipJc 4“ pjph ? OtC. 


* It is necessary that aU quantitative ideas should be excluded from the concept 
marks . Note that the signs >, < do not occur in the theory. 
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and that rnhutt tin* marks art* so uumbittrd tin* rosults of thosu 
oporatioiih an* in ovury cast* unhjtmly dotonninod and hrlun^ to 
thr systuui of marks, Such a systfiu of marks wo shall call 
it f eld tf order .s\ using t ho nutation F (*<}. 

Wo an* lod at onuo to souk 7a determine all sueh field x tf 
t*rder s, F f.vj. 

This dotormination m th** Mthjuut of this sortion, | *1, 

Tim most familiar instants* of stmh a fluid of ordur .v tj a 

{irirni* in tin* stunt of tj iuuougruous rlussus (modulo tf of 
ratiomd intugrut numbum m 

UalotH disrovrrod an important gutturali/ation of tho prourding 

fluid, Lot F ti i X l a ratiomd inform! fmiHnm of thu mdotorminatu 

X of drgivu it with inform! rorfliriunt s t\ , e n ■ . f 

K uVj i *\X' t 

«. si 

lit* trivdiunhlu, modulo tj, Thun tin* UalumTsrld of ordur a *f\ 
11F [tf |, uoustH? h of thr sxHivtn of tf tnrottgi ttotts rltiSHos { moduli* 
</* F n tX t! of rational mtognil funrt ions of X with iutogral ru 
rfltrtrtif'H, In this 11F (tf j t boro r\mf primitive rents , X hr tf 1 
siirn*ssi\*• powrts of a priintlho root iuv f ho if ^ 1 marks of thu 
fiuhl fd u%rhtd**dK 

Thr Ihihdx fieltl UF\ tf j in ttnitjitelp defined fee ever if tj prime, 
n positive mtnjer ; that in: 

F n t X } it'huh tt i e irt'td n>dde ( m*>d, tj) d*» raid ; 

The (IF\tf | is independent tf the pitrtieulnr ireedneitde F n {X ) 
lined in tin enndniettun 

For fin- dutaiK of this fbdom thr**ry, llnlojs; Sne In 

ihetirie dm immhres [ Bulletin dm Hckmem mMihthmduptm do 

M F **rusHau, voh Id, p, 4‘2-\ IMiO; ruprintud, Jtmtmtl de 
MnihemnUtptex pares et nppheptrm^ vo|, II* pp, JOH 407* lM4(i); 

Srrrut i Ahf'hre Mnpt’rienre, fifth rditmtu vol, 2, pj*. 1*2*2 1 sfi; and 
Jordan 1 Bnhxtttutnmx, pp., 14 F\ 

J mmnm*! mne ( nothing tint! (he esidenee uf tt field ufi order x 
rni. J1“ on ud lo ustaldish iIs fimdniiuuital proportion, and j*r«»vu 

Iti partimilar |4f! t that ; 

Fverij evident field F\s\ is the tdidmet farm tf tt tinhns field 

UPhfl H ' *f- 

Tim# in^ rustilt I tm%e mu sum stutud uKrwhurr, 


1 It 2 








Ki.tAkIM IUhHV 


0 |%> 

Tlit" juirrh at?*: ».»*•? !• i ui 
in fit it hr*! l**r umn 
mtrodmvii, 

Nimmtlh in iii'ii.) 
of flir F(/j rtUiH 4 

Jordan in iuv*^f»ki4,; Vr 
rt‘fi*riiHVH, F**S” nhr' <-i*f * 
on tin* Union* tin «.»). Hr « 
{irojKTtb** of flu* tit A f », 
\nrioUH vxbU'iu'*' jo*'**?* I *• i. 


D«f, Any r.thonul Ion* 1: •;» ! / n 

X u AV»- A* 4 »i*4 mi 4 t.i M * ? / -.4 

Illi8 &> roortirimf * J4;;i:b* <4 Ur* *■ - M 

mivh filtirfioiiH in %4V<1 .jk* 4 
of til** fiohl, 

A rittiuiml infr^ul ■i k 

b’longmg to flit 4 i’-. ** ", ’ r r. 

not itlriitriilly * ft* j»o*tor! ,•» 
bolouging to tin* fi**i*i 

( 1*4 Till* lllf'i»|r| 4’4 *1 .1,4.0 ; A 

ftUlCt lulls of II|iir|p- , ISilll 4 !|^ h -1 ! 4 < ' 
{iiirtitmliir, fin* ul^rsulisa 1 4 ,f, ?, >** , ,1 

factor of two rational *mu ^1*4 ' ■, * 

(*"> Tin" * Hat k 1 *», 4 . „ 

murk In written |i ♦. 1 n 

(*F) In lltllHlMli f }|r i, # (< — U - 


(4") The I 

Iliill if 7 * . 

in written ft , i,r 1. 

m. 

l*“> ft, i n 

frl » \ ^ _ 

(0"» M ’P. /*,,« 

" J» . Uf « " ? ' # 


(?U M l M» 
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Def. r being any positive integer, we denote the murk 
M i M e + + g Jt fr terms) .= I p l + ... t- l {*' terms) by m>o or 

e tbut by the latter uetation r only when if is perfeetly eb*ar that 
by r a mark r is meant ). 

M "“Mi -M; t * 

Ml e +'M' e *f ... "I" M‘ i terms) y 
Tims we liave defined fin* marks for nil integral values r. 
TheSi * are railed the intmjrat marks of the F [.vj, (Set* footnote at 
beginning of § 1 t and ( 17").) 

fin m* v fMe -M<v*v ; Mt*v-M-y Me o * ** M ev* 

110") g } f /x 4 *f ... + jx % (r terms) y, e y i k 174,0 
t 1 1") The equation belonging to the field 

.A t .V) - 0, 

" Imre fi (A*) is a rational integral fnnet ion of X of degree k\ has 
at thr nrltl at most k r< m»N, unless it is an identify in X w hen 
rwry mark of the field is a root, 

<12") If we have in tin* field an identity in X 

jliX) t\iX).j\lXl (l .■;/, I t,\ 

and if the ecjimfions f\ (A') ^ 0 t j) t ( X ) ' 0 have in the field // and 
If roofs respeef lVel v, tlleli the equation j) t -V) ’ U must have 

as roofs the remaining k* — If roots vX j\[X ) - 0. 

Here // .* k % If M t . If * k» /,. 

In patlieular, if }/ ^ k t then lf:-/j» for from If < l f would follow 

r. If >/r - /,. 

(11 ) For every mark p of t he ftebi F(«) there exist ( heeuuse 

there nre only s marks in tin* field) positive integml solutions r of 
file eipmtion 

rp -vn t), or yp y 0, 

Tin* smallest siirh solution is railed the additivr»p*iiod of the 

mark n. All the solutions are multiples of this tuhlitive^period. 
i 14") din* additive, period of the mark y ht , 1 is 1, 

i 15' ) Tin* additive-period r ¥ of any mark p y, u , is the 

smallest positive integer r for whieh { 7 M , 1T‘) 

M .* MM* M • 

flint is, is thr mlddirr*yrritnl r ptf of the maik y v or 1, All marks 
r | y hitrr ilm samt* ndddivr-prriad r, 
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) |l'i I /V:!J 

1%'t‘I * i'*»|i|Jii*’<i|!r- i 

1 f* t p* " ■'*’'* ** ’""" 

#* J* M ^ hjh* 53-* Ji * ’* ’ ? 

il? i Th* in uh < * ' 

fill* UI 4 I k */ # ; » . M 1 ’< 

t<dr n jh 4rh« *| i 1 hr* ; - f < * 

i!nii*Mfi 4 ui * h* n " n ^ - I' 

f^| : ] I uf'. r •? * r i ♦ ' " 

jff'n ?A *<* K 

I \S 1 pi U 41 i b* m\ h* r '+ I* 4# , 

U( 1 ft m* m *Lt g :nr r r ( i s . ■ .* •« -- 

}i/r 4 *i \\ > 4 * Hi 4 it* f h- * r k '< 4 

HUH k *» l’* n th«l I *! ^h* ‘ 4Si " ’> 

$*> 1 ■, i* 

4 * 1 * |l , tr* 55 f* i* " f 

Def. An) h lllill k*» I % < ‘. *•* I 

rilll^tl Iin*-4rh is.«!*■}"* 5rh'4 % ^,'ih ^\, ■ 

iti*’ i'ljtiiifum 

\ 

% ~ 0 

ivln-rn lllr r t % I|$r Hi iik f *! ! 

rvi-ry *\ ■- ft 

«iii'i Am ?. !*■.•*!: j -i 1 ' 

|V*|H*Tt III ftp* r * i \ • / 

\ , 

*- 5 

D#f* Tftr^ y 1, I U;< ;' i 

(if rnnk * li illfli IvhJh ,4 *, t #jj. * . j h k 

|f| I • $% |t»| III lip 1 ’ frf%u , t\.f*'J«V * I !i» 

iuiiiirti Hit*# ilH.-ll mlnii %\ i 4 .^ 4 , « » 

«f I tin F J *f \ 

if Irwin illil /*’ iiiPMth avh p 


* FfpWfftlt® Wl'4 f% t 4»,? ft, 1 «{f y ! ,. . tv 

mmun f*-t 4n * ' 'j }w .K^t- Si ^ t 

IH7«| tl*#» lllrt# irilfs* ||* *|| !|: 
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of this ndditivr«group wo form tho additiw-group \vf io\ ... 17/) 
of rniik h\ this group is out indy oontainod in tin* original additivo- 
group, Any h 4 1 marks of an addition-group of rank h nro 
h Hourly dopondont. 

Any mark of tho hold F[sj not in tho additivo-group 
|r,» of rank h forms with tin* h marks of tIn* basis- 

systom a svstom of /# 4* 1 linoarly indopondonl marks, tin* basis- 
systi*m of an additivu-gmup of rank h 4 l. 

( 20 "} Our hold F[s\ of finite ordor a may thorofmv b** ox- 

hihitrd as an additivo-group of sumo finite rank n ; heart* $ muni 

htier the fuem s 

<21*0 Any hohl imdndod within our tiohl F\h #/*) may 

Hkowiso la* oxhihifod as ait add it ivo-group of rank f * n, 

This rank / of tho F[f\ thought of as an mhlitivt* group in 
oaths 1 also tin* rank of Urn hold F (f J itsolf If turns out (20") 
that tin* rank l of tho iuuludod hold F{f ) is a divisor of tin* rank n 
of tin* including tiohl F\q n j. 

i 22 M t Any mark ft of tho tiohl F|.v e^ ,i J satistioH an uipiution 
i»f t ho form 

h 

J\{X I £ <\-Y* ■- 0 it'k ^ Ik 

# a 

wlioro flu* oxpr<*sHiou f\{ X ) belong# to and is irroditothlo in tho 
hold F\f\ Tho positive integer k tho dogroo of tin* equation In 
oallod iho rank of tin* mark ft with respeof to tin* F {#/*), 

For oonsidor tin* sureoHsive powers ft* (* 0* t* 2 .. I **f the ft, 

A linear rotation with roeflkdrfifs belonging to fin* F|y/*J hold# 
oertainly between any n 4 t murks of tho F[# -1 tf n J ( 20 ", 10 ") and 
mi hot worn tin* first n f l power# ftK Suppose that f<*r otir mark 
ft sttoll a linoar relation does not hold hotwooti tin* first k jmworn 
rand so not botwoon tho first k* powers k* * k) k but dmm hold 
hot wooti tho first k 4 l powers. Wit have 

i t\ft % r, if, 

* - ii 

where tin* of ladoiig to tho Fj*/j and *V 4 1 * * * S 0 ; divido by tf ami sot 
r,' fjj ' *\ ; we havo 

1 

S t\ft* >jI), 
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where the c; belong to the F[q] and c* = 1; whence the equation 

f k (X)B ! CiX i = 0 

■ 1=0 

is satisfied by the mark X = /*. 

The expression /*. (X) so determined does belong to the F [q] 
and is in it irreducible*. For if we had the decomposition 
f k (X)= f ki (X)f ki (X) in the field JF[g], then X — g, would satisfy 
either/^ (X) = 0 or/* 2 (X) == 0 3 neither of which equations can be 
satisfied by p since the first + 1, & 2 +1 < A +1 powers of fi are 
linearly independent with respect to the F [#]. 

Following Galois (see the references given above) we recognise 
in this additive-group [/x° = 1, of rank k the abstract form 

of a Galois-field of order q k } GF [q k ]. 

( 23 °) Every mark of our field F[s — q n ] serves to define such a 
Galois-field , the field of lowest rank k in which it lies. Every 
field in which it lies has its rank k ' a multiple of Jc ( 26 °)- 

Def. Any h marks Vi(i = l, 2 , ...A) of the field X[? n ] are 
called linearly independent with respect to any included field 
F\cf\ (l ^ n), if the equation 

h 

2 jiVi - 0 , 

i=l 

where the 7 i are marks of the field F[g l ], can be satisfied only in 
case every 7$ = 0. 

( 24 °) Any such system of h marks gives rise to q hl distinct 
marks of the field obtained from the general form 

h 

2 ym 

i =1 

by letting the h 7/s run independently through the series of 
marks of the F[q 1 ]. These q hl marks form an additive-group 
[v l9 ... Vh | F[q 1 ]] with the basis-system v x , z/ 2? ... v h and the field 
of reference F [j J ], of rank h with respect to the F [j 2 ]. 

( 25 °) Any mark v h+1 of the field F[^ n ] but not in this 
additive-group ( 24 °) forms with the h marks of the basis-system a 
system of A-f-1 marks linearly independent with respect to the 
F [£*], and thus leads to an additive-group of rank h +1 with 
respect to the Ffg 2 ]. 


fk (-X) is reducible in the field F [*]; it has the factor X-p. 
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Fur t 1 m r<pmtiun 

h i 

i i 

is im|wis 8 ihlr,/iivtf, if y h , t 0 , mntv thr /i nrnrks r,, r ...17* aiv In 
hvjHithnsis Hnrurlv intlrjMUuIrnt with rrsjMH’t to tin* amt 

m'Vitndhj, if *y Al , 4* 0, murr tins r« putf mu wunh! trail { In* multiplying 
by —l jhxt hihI by substituting for I hr murks — 7*7/*,. whirh 
brlong to thr firlil F[^ ? ) thr marks7/ rrsprrihrly 1 to flit 4 **»jluifi*m 

A 

n*i ~ * 

1 1 

whtrh wonk 1 tnmtrnthrt tin* hy puthrsis that fin* F/, >, is mu in thr 
miiliti\n gnmp Fj#/]f, 

I^frl Our fh’hi F\a tf ] of finite ontrr a '■ tf tmi\ bo r\ • 
liibilinl with rrsprrt to any inrlmirtl fi**1*l F\*p ) «4 unlrr *f us tin 

ntltlif ivi* group uf mum* finite rank h ; s ** tf ; n ^ hi 

Thu rank l uf any buhl F ( 7 1 ] iurtmhsl in fhr th-hl F\*f‘ ] 
«*f rank n is it divisor uf n, Thr tpmfimt h is tin* rank uf ibr 

iurlmltng firh! F\tf J with IVHprr! to f hr inrlmirtl firhi F\*f \ * 

« ,* hi 

127 'i Fur *n »*ry mark *« F /* * ( 4 f hr fir hi F | v if \ f h**i »• 
r\i*l f brnilNi* thrfr at*r only $ marks in t fir fir hi \ posit iv r intrgl al 
solutions r uf tin* t-jiutf iun 

F ^fip ■■■ t, 

Thr smuUrst siirli solution, say *\ is nillrtl fhr muttipUrntirr 
l^rimi ur esptmmi uf ftm mark %*; e \h saul fu heltmtj in tlm 
rjp'mmt n Thr v murks m ■«> 1 , p\ $r ttt p p 1 arr disliurt, and 

bn in a intillijilinif iir group, 

l2H“j If t wu marks *», , e ; hr lung f»» rstpourtiN r Si 17 rr*|*«*rt- 
nrlv mfliuh HIV ri # tilfItrly flirii jirodl&rt brtougs lit fhr 

rApollrfif t\e ,, 1111*1 t fir marks 

4. 4 , ph f> » b ^4 b \ 

* " 1 *i f -m 1» tr 4 uf 

111 r *y, titMiiiui murks. 

I Thr •- I 1 marks ^1401 may hr thought *4 as 

thr rlrim nfs uf a mullijtlirattvr*grMtip t.f t»rt!ri h — J, Thr pm^rtt 
uf I hr I’lrfitrlti P F lM iAJ«*lir||f r, Wtliiirr r |H a tlivinur *4 
% I - if 1 
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The equation of the field F\* »/ w | 

A v « t n 

when 4 ? is the exponent <4 sotne murk v ha* iu h*-! 4 i at 11111*11 

e roots (11") (not having the moi A ** ** k ami m fart it 

has the e roots i-* {i ^ 0 t t, 2....1* 1 In 
(,10°) The equation of the field 

X 0 5 *i I'' — i it 

is satisfied by every one of the * I marks r 1 - 11 , •nnn- th*- 
exponent of every mark e in n tltve«»t «»i * t 
(.11“) The equation of tin* field 

A'*~ A' - X* X n 

is satisfied by every mark I* of tlm tmld F : * •’/*' th«* 

decomposition in the F\m *f*} 

AV-.V (hX ’ 

l-l 

Thi.s is the generalization |'«*r th>* /‘(y'*3 •■! F»-i t »»t '•> Th*-.. r ,- m f.< ( 
the F [</‘ ]. 

(!!2") Converse nf {2!t”l. / bemjj nu\ 4m***i ,.f * t - ) 

thu equation 

A*'- i 

lias in the F[* sm/’*J exactly f u» A* 

Fur lot. *—l * fy. VV«< have th. »ij! (, ti* X tn the field 
F [ 1 /] mill so in thu field F[i* - »/"J, 

A'-‘ - l n (A'/-m A' " ’ •' + A* 1 . * JO f » .V' . i, 

whence 12") thu desired conclusion •» 

In particular, if * l */• I ;»*• , /( ,S ( 
the p’h nru tin* distinct prune factor* ».{ » 1, »!)« » piufioit 

A>A - I ... 

for i any integer of thu series 1. 2, ... A } w » m *),< to M /*; - 
pi i roots v. 1 he exponent <$ ,,t lorn oic ■>! th - »<- t<mi * m 
a divisor of ph and henur i* of the form p\ t! h *, h,t < if 

roots pi h r l belong to ex|H»n«nts which fire f*et.,r» »t j»*, \ , 

the p^t~' roots of the equation 

av« •... j.. h. 

The remaining p,F ~ p*, > j .. 1 4 

exponent p,F itself, ^ 
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Whence, by multipliontu>n of marks belonging to flu* various 
exponents p, h (! — l, 2 A*)* \o* obtain in all 

11 jj,\ , I — * \ 11 ' <Mv” l l 

i i K p>' 

distinct marks belonging to tbo exponent 

k 

11 p*\ =a H - i - I 
>«o 

(2S ,1 K [Hm* $ (0 denotes, m usual, the number of minors less 
than ami relatively prime to the jpositive integer t, j 

Thus, (hr h — l */ n — l marks f ill af (hr drhl P{m ■ *j n \ ore 
(hr # — l pairrrx tif' tt mark p hrkwtpntj t** (hr esptmtHi $ t, or 
say* uj a primitive nmt p t*f (hr npMtum X * 1 — l 0, i#r uj (hr 
field F\h itxrifl Thr mat dpiirn(ivr *jmnp af (hr s — l mark# 

in fi/rlir, 

l«H*d Similarly: Any equation of the form 

X/ 1 ** 0, 

where / is any divisor of n - I tf* ■ l, has in the F\*f\ / roots 
<*I2 ># > # of which <f* ( / ) are primitive n*oK 
p being a primitive n«»t of the eiptation 

X a ‘-I n. 

* 1 , 

then p / Lh a primitive root of the equation 

X f *-■ 1 -tf 

t'tfrq All the results reached may be applied to any field 
in {latlicular fo any F[r/| included within the F\*f\, where 
then c‘ib”t / m a divisor of a. The marks of such n #*(*/} are f he 

if roots of the equation HU M , *12"i 

A*W. A « ASA'/ ‘ I) h s*. 

Our field F [</ n J containing one #*(e/) contains u## iihm* F J*/J, 

The converse of tdXd is frtto ; see i lift * j, 

t.ltri Every mark of the P\*( st l is the root of an 

equation 

Ft i X i i* t\X' -*?o tr 4 -■■■. 11. 

belonging to and irreducible in the P\<{) **f degree k equal to the 

rank of the murk with respect, to the F[tf \, see oiXt 
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The greatest common tit% * 4 X - ,1 am! f-\ , X I \ in \\ x 

of which belong ft* fhr F\q\ »h**s ill'll .ilv. f« ® «» ?}„ F’q\ 
but F*( X)is irreducible in fin- F[q) “to- s * , 4 e. 

Fk(X) itself, t»r Homo mmi mdcj* mb ?i! u X Th* 
iteoessary to determine fhi** din^.r m ii Loi* i. i }, ni?npm.-d 
n&w in the in which «n*' ,V i »*♦ r* c,,gj 4i ;..,| mm *, ,■ , miUM|i 

factor (Sl'\ 22", footnote*. Whence m ih»- X * ,1 s j H 

exactly divisible by every noet* r%jifr-m!^ \ , Jf,.,, ^ 

divisor of ii {2lJ*\ it'l 

(d7") First converse of i.1f» *. Kirn iVf-t > ,Y i •■!'■ d.v t «-.- 
k of A*t H — A which belong* to fiiid r% ii r,* *bo ilib u * b* v 3 f 4 . iH 
in the F{tf | £ linear larur* <?U , *12 \ 


i 


Fk i X f ' 

1 * n ».v *■, ■ 

; - | 



The mark c, defiuon 1 2*1 i 

i i 1 d. r* h t * 

,r * * 

•! >4- 

ecmtaini‘d in the #’{#/’}. Wh> 

li«^' 1 ^ i n i ; 

( .* . / 


(dH*') .Second coffin ie i 

4 ion * y tS . * 

* tu 


of tlegree l\ a divisor of r>t 

b* hcf,eu^ » ic, 

) o « « d . 

# 

■ 1.. in 

$*[</] occnra m a ffictur of X*' 

^ A fne ^.3 

i ■*.!,/ 

4 I * < 

(by tin* Cialoin theoiy t to d 

IrfUh 4 r r / ‘ •/ 

n 

‘| t l\ 


in a factor of AV* ~ X ; A f # Y • 1 t # 4 :to i, au4 t.I hm ,.j 

J f 1 - 11 -* X^ \ 


(df) ) C t!iloij4*fir|t|n (ii* ip*j * m .? if. < ( 1 4 ^ h* *\r | * ?j r tJ ^ 

d(jfinwl l»y Hitch mi h\ t.V>, ClH <• Mi .*.«» t *, ’/ 

Our" mntiiiiiM MW (.*|H , ’JJ , ;*:j , ,# , .., , ;1 , ( ,*'y 4 

for even/ k a dimor of n. owl * - ,, _ u ,. , ■; , 

The nut riot of meh m, t o> »,„/,■ d UT t * ,>■, r .<• • *, „ t »/.r 

equation ’ f ” 


• X ~ M 


k in tlm rank <tf tin- tii-l<l MI » 

(40") In jwrtirnlar, f*n X ;j 
Kmru esintmt field F\,\ », th< oLv. ,,r ^,.n S 

tvl; «-*/”• 

I urns atwfij'H luTraftt-r »hn i»Mi lt !s..n uF!f ■ ,n-o. ,».,t . f 
(41") I’h«j markn .•..imn-tn h, !*., ti. j.j., ,,, ,. j 

t«Ml 1, „ tlm.t ij«-M ai ,j I Us ; 4 

whrn* k tx the gn-atm i ; ,:i, - it . , 
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|42 m I The field of lowest mnk oontiuniiii' twn included ti«*UI h 

of rank and k\ respect ively is the fit y UI *4 rank k where k is the 

least common multiple of /*■, ami k\. 

Tin* mark rt-fOtuf the frF|y"| has tin* e\puueut e t 27 A 
satisfies the equation h\ mV I 0 i 22"t helou^m^ !»» ami invdueihlr 
in the ti F |y J, and defines t he (r F(y* \ I 2«T\ *t!t*l, f *\ t ho met fi***I 

of proof of F^{X\ in an exact divisor of A' — l in the 

(tF l»/ ]; A* 4 ' — I in an exact divisor of A i A '■** ' 4 : It A F A 

t since if i> a factor of q l ■— l 12T'H, A*F - A* in an exact divisor 

of AN" — x mince the rank k in a divisor *»f the rank n 

(Thin accords with 

t4TU The exponent v of a mark i*t f IH ami the rank l' 
of the mark r with reaper! to the f/FJ*/], or, what m the same 
ihitt^ the rank k of the UF\ y 1 J tlefiiietj hv the nunk $\ are finis 

ielated: 

r i*4 ii divisor of y* — t {2 M r and of y A - t ouh f«*r k a 
multiple of k, 

r ttein^ a divisor of y 4 ■■ t and of y 4 --■■■ l h a «li\js»«r ot y : I, 

where / i% the ^rentes! eommon divisor ot k and k , Now this l Is 

k itself, and .ho k %> it* a multiple of l\ For* stttee r m a div moj of 

if — 1 1 1 * k\ X* .I in a divisor of A *v 1 1 and *»f AN A* ; the 

murk t* ties in the (r F(y* j { 12’, 2*2 * 112 4; / m a multiple *4 fa 
t 2«T'» 2it N ) and ho in faet equal to k. 

In particular, a primitive loot (M-Ft of tin* equation 

AN 1 1 - l 0. 

where k in ii divisor of n> is of mnk k For it# r i*» »/ •> J, 

<T>f Similarly: 

Ft t X t in an exact divisor of X 9 ** I, and ot X* I only for F 

ii multiple of r, 

h\ t A't in an exact divtsot ot A**^ ; t, ami of A ^ 1 ^ 1 **iily 

for // n multiple of k\ 

t '111 1 'I Similarly, using also the method of i.lti'l; 

The murk t* in U toot of the equuttoii X* ™ l U, Iltid ot 
A % - l - f) only for F a multiple of t\ 

din* mark a is a root of the equation A X 1 — I - it, and 
of X*^ 1 1 o' C) onl) tor h a multiple *4 k 
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(47°) The equation 

f*{A‘)~ 0 

is in the FG [</*] completely reducible, lm* mg flu* too is 
X =■ I'! v'h V'l\ ... P'^ 1 I P u1 I I 
These & marks are distinct; if two wtiv ** pud, r w.uild nn 

equation X^' — X = 0 with k‘ < l\ rout ran ?•* t In t, 

That they are roots of the equation depend*! nj***n i h*< fulhm mg 
lemma. 

Lemma. Tin* rational integral fusel tun 

FkiX I i r,A\ 


belongs to the (fFlq l \ ami SHfinfieH fin* rqnution 

{/-’* < A' )!'/* 

where h is any positive integer. 

This is proved tor the genera! h % ti pi«u*d i»,i h 1 


I W)\«~ 


k ) 

V 


I 

1 £ 


1 ’M ,V * / \ < A ^ 


t* » * ■» 

since the multinomial cneftirieut* fur the pi^lnm fnur* ^ned* m 
the GF{q] owing to the presence «<t tin Lie*. % q t ,in4 muo , 

(BYrmat*s Theorem ; 

(48") The mark X being now tiny umti m the it 

defines a GF[q l \, l a cerium divinm »«f k Tle-u i ^niir-, iljr 
equation 


,\V .V . , U, 

Def. The k murks 

H'UO'',U,„.V : \ v M 
an* called mujiujute mth rvHjwvt fn tlw >iF y 

THchc k conjugate murks arc. in ti.-w ..f - v. ih,- l 

X' ■" ( \ ; t 

^ timcH repeated. I Imsc l murk* ai«* ihr .4 »■ 

Ft t .v j 11 (,y 1-1 tt 

* -it 

belonging to and irmlneible in the #>T A/, it* , r; , 

The* expression 


$ k (A t 


4 1 

II 1A 


A< : * 
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in tin* tlF\<f) luis thu dommjHisiti«*n 

Pi iX) 'FtiX l l 


If would In* infunvsting ami fur ufln*r allied igati*»ns 

nm*8snry to ntudy in duttiil tin* pmpurtiuH of tin* HF[if , \ wit It 

ivHjnn’f tu a nil tucdudod (t /’(#/]> ns \vr havt* M udmd tin* prupm f ivn 

with iVMj n*rt to tin* UF[ tf x |, 


Uimtfrmmj mfimrfn ami imtstfmt nw in Mf* i*F\*f n j, 

|4!L| Lot p In* a priimfht* root uf tin* it F\t( n \> that in, 
uf tin* rt|imtiun t:i:n 

.V* I ^ X'*" i - I II. 

tui It if > 2, and nu a — l ru'ii • 2f , thru p 1 - t 4' ♦ I l 

I In* > * } puwur.s uf tt am l ; rvrrv Htmnm a jL a hm 

|udil * I m*t -hs jnitruH * 1 r 

fivu nijtiari* ruit|j4 p h mid ft h * 1 -- * With mMjirrt in tin* tuulttjdi 
4’iifiuii and dtWMnu uf *»j itnd imt ^ijunm** tin* wrll kmnvu 
In ,wh iif tin* tlirury uf tmmlnu’H [that in, for tin* part nudnr i*im«« 
uf tin* UF\if\ t n l j Ituld, 

|I#I If if 2, and h *» l ■ •> «»!♦! 2/ 4 I, thru p h **!?*»» » 

primitive rout uf fin* (t*F[tf u 2 4 * j miittv 2 in pritnr t*» j ll; 
uvury murk in a ntpiam, and Ishh only mm **pmm rout, I Wo m*f n*r 
that - l I t tu thin (fF [^ n ),) 

Tim* in tin* UF\p\ 

«.,#/> i t I fam i ) MmiiltV*, A (#*• I ) tint "Hifttfit’i***. 

tf 1 , I horn urn 4 1 t J 1 

tf 2 h - l -■-» 2” '■« l htpuim*, 

fain If tf > 2, tin* in if» mi j i tui'uiM uf any am in mi 

ttsHttdtttg If1 7 n | tint u^pmmN nr wjitam.^ imrurding m tin* rank 
n l 1 h of tin* (tF j *f n ] with iv*j*rrt tu tin* itF\tf 1 j t*» mid nr rwu. 

p s p m whrm u ^ j i% a prifuiiim root uf tin* ifF\if *j |*14 1 

TUv mark* nf Of uf tin* i*F\tf 1 J am gtvuu In p{' p*' r fr >- 0 t I ( . , 
</ ^ lM. I at ft* In* III N F l tf 1 j il I in! H*jUiim ; v udd , p } s ’ - p % ' 
im in HF\*f n \ a not*mjUiir** nr n ’Hijuar** tinnurdtug tiw m\ ffi#tl 
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is, as w, is odd or even, that is, in fm*t, aerording a* h ^ u / is 
odd or even. For by the equation 


we exhibit u as the sum of h odd term*. 


§4 

The (ht to is-field of ortlor 

Notation. The contains oi*o GF{tj n \ t§tt, Ain, 

Hereafter in this paper I shall use tie* small K*»in*m Iff tors 
a, £>, c,... to denote integers and also marks «»f the GF\t{\ % the 
small Greek letters a, f3> % ... to denote marks of the ), and 

the large Roman letters JL It* G.to denote marks of the 

GF[<f n l 

Def. In the GF[f n ] the two marks A t It uhrtv /I -ijv” 
A = Ji'F (since A *i~ n ss d ) art* culled nmjutjttio totth rospni tu thv 
GF [<y H ]. The notation A for th** conjugate of A is n^-d. 

(1°) If and only if A belongs t*» the GF{*f\, do*** A A. 

(2°) AU**A(h A { ^AA)\ A^A> 

ti A "Mill 4 r ( 1 IIJ * li/l f rf \ 

(d°) Every mark /I of tin* and ti*4 of the j in 

the root of an e( [nation 

F S UY >2 i A th 

belonging to and irreducible in the GF\tj n \ t The two r*«*ts are 
A r = A and X = A* 1 * » d. 

For: d 4 d == it and /til » L belong to the GF }*/”}, muci- 

(2°, T) 

K ** it 4* it as d t* A > /C, 

//» /I d /I d • /,. 

We may then set A + d ® k % A A ^ k ntid tune in 

X*~kX 4A - 0 

an equation belonging to the GF\q n \ with the roots .Y J 
and irreducible in the GF [*/") since its rent# do nut belong 

to GF[,f). 


A 


1 mV BLY-1 XFix ITK SYSTKM 


uF SIMW.K IN, l!bbt 


(+") Oomvrm of (tV). Emm quadrat E ••qunfmn 

F,oY) A’ * a-A' • \ <» 

bulon^iug to and invduribh* in tin* Ft i*F\ Jl r ’ k**' 1 ^ 1 ** m ! L ' 

(r F [ tf n ], having as rot its a pair t d »*»*tijui*am utat’k> /I. .1 

(a) Timm art* in all f n disttsmt quadriiitr «*quu!wn . m l-n-in,, 
to tin* (t F[t/ n j, 

{h) Of t host* I #/ J ) ;uv ivditoiltlo lit tin h F {>{ 1, \\: , ’{' 

with oqual and .J {</“ {<j n - 1 Ft u it It utmqoa! m* *0, 

{c) Timm an* | Ff n ~ tf i irmdmnbE ni|,^ v* limb an »■ % tnh ? h* 

aquations (d") whost 4 mots an* msj*n % uvri\ tin- \ t y ■'' y''* j> ui > m 

(smjugHtt* marks J, *1. 

Koto that ovrry mark fi a not squnm in fin* FF /\ . ■ -* 
squam in tin* FF\tf n ) t§ a, aO } 

(.7*) Siucv -f 1 is a divisor of y‘‘ J I, tin <*quatmn 


AV»- 1 M 

has in tin* (i F\tf n I ns r« *« a s tin* y ;i * I nt >v>^nni- »4 i 

primitive root */ Am until* J in**> * *mtumd** m ii 

moipmrftJ 

JJ k 

in thus a puvu*r of «/ ami n, it h t* . <■ kt t n 

quadratu* oqtmtiou of tin* form 

A' *A* f I n 

din* puw§*m of J whmh in* tti t In* FF tyO aafmk hk* t Jo¬ 
nquil! I* Ut 

A # F l o>. 

anil so fin* oqiuifnm 

A*" 1 »0 

thrj ar<* thm J" “ft, ami ( for y ■* 2, *f * t rinn J * 7" 1 ~ | 

Tints t ln*m at*** 

if #| > **» 1 1 ^ ottndmfm oquatnum of tin* hum 

tf i/ , 2, 4 7 - "■ 2" » 1 # 

A ' - a* A t I ' u, 

whirh hrl«»ng I * ® anti an* irmdtmibl** in I ho */F{y''j 

1 wrift* tIn* *uin satisfi**»! by J and J -- J 1 fInm 

(./; ft) i X --«/11 A* -- J t A 5 rkV * t n. 

tfmmhy tit-lining tin- mark ^ *»t tin* FF 'j 

d J * J J * J 4 


tk 


<*. i*. 
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(,6°) In the GF[<f l ] the murk J having the peri...! r ./’* -I- I 
defines (§ 3, 23", 39") the GF [Vfl itself t§ ». 0">. 

(7°) In the GF(</‘) the mark 0 defines the itself. 

For let 0 define the (?*’[)/] U « divi«..r ..f «). The 
contains a GF[tf], in which the equation hel,mains' t.. the 

CrF[</] 

(J-0) A'*-0A'+I =■<*. 

is reducible ( 4 "). Hence its root J hehmy;* t*» th - GF\>r ! \. Tims 
indeed i = »(8"). 

(8°) There arc <f> (q n + 1) primitive roots./ and thus .1 </>!</" f 1 ) 
marks 0. We do not now need to inquire further info the 
properties of this system ot marks 0 . 

({)“) Any mark A of the tr/’" [(/"'] may he written in ..m- and 

only one way in the form 

A ** 7 -f 8«/. 

(§ 3 , 24°). Its conjugate is (2", •">**> 

A s -“ 7 4 S*/ * 

§*• 

Definition of the y 1*0 up . 

Our abstract group* (Hy will be studied under t w»» emterrle 
substitution-group forms (7^*^ and Indeed if mil be 

now defined by its concrete form * 

We work in the OF[(f] with u murk ^ adjoined. Tin* min k 
00 shall have with respect It* the (tF\tf\ operational |*ro|M*tite* 
strictly analogous to those of the ulgehmie symbol t* with renpert 
to the totality of finite algebraic symbols. 

Let the variable marks m, m run through thi* m-nrn ui if § I 
marks. Let ct, yS, 7 , 8 be any marks of the h*F\tf n ] for wlueh fin* 


* As to group-notations : Thu subscript »ftjic*t$t4 i« tbr #ymM ## * $in*tip 

denotes its order. The superscript Attachtnl to tin* symWd n **f * gemp 

denotes its degree. The elements of wi abut mot group w ; 

those of a (concrete) substitution-group »iih»titiitt*n«. 



a noimiAMxmm: system or nniruc unons. 


determinant A = — ^7 + Thru *h« 4 liti^nr Iramnmal siit^n 

tut ion 

tr , 4 ,4 , . 

{ {’ ) w '"■' I ^ A I- tii 

7*n t a 

makus correspond to every mark w u *vrtam mark «r , and md«'«*d 
hu that u) taken every urn* of its *f % 1 t wdo*- i n the rr- ijn -m? 
sHubatitutiun bring 

C , ^ 

,, A - A 

(K S M —--=-. 

7 , a 

“a" a 

K effects then a definite permutation *4 tin* •/*' * t luark^ #e and 

will hr thought of its u notation f**r 11 mfeiltiuii^ii .*j#* 1-*1 ♦ m* 

those 4* 1 murks. 

The nutation 

I*-'?) 

\ 7 » a/ 

in used fur tin* substituttun I”, 

( urrespunding fu the formula* 

ff „ „ aV § gf' r ^ *»*» * ^ 

O ) w » i l I m ■ , , 

7 re 4 - p 7 m» 1 #•■ 

, ,, 4 „ ia‘V t fi"y'u* f t % 7 * t 4 k 1 

{7 a 1 6 7 )m * 17 t e r t 

we have tin* furumla uf eompo'Utnm »*r umlf jjdmafnm *»f enlist § 

intiuiiH 

r-r,-. !•; (*} ,r i S (** •»* . 

\7 , b / vy # d / \ 7 fl 1 #t y, 7 /if 4 t * 

Thu determinant ut tin* product *4 two Httlisittitf tutoi 1*1 the 
«»f tin* determinants of fin* substitution*. 

Tin* futility uf fill Htirli flintiiirt substitution* ill 

+ 1 constitutes tin* substitution giuiiji t* ^ ^ l uf t.i’dei 

M{H\ - M {if 1 ) till tin* .V I I marks uk 

Thu t.wu Hiib.Htitnf lutis 

rt) p .,/*«, ^rti m rty A i*<* 
^ 7 * ^ ? * # ^y* ^ 1# t m 

iuv tin* sinin* in turf, I Indr «frtiaauiHiiuts ai*»* „ t \ 

\ ss k’lisu 7 > 2. Tin* marks 1 MH ai< half 

ainl half iiui^inaruH || a. 4 !h, and A 1 09 A 71 is a , 


7« h f * ' ! uy t 
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according as A is or is not a square (p being a primitive root 
of the GF[cf]). By choosing then p= + VA -1 or ± VA _1 p 
according as A is or is not a square, V^ has its determinant A M = 1 
or p respectively, (b) Case q- 2. Every mark ( 4 = 0 ) is a square 
(| 3, 49°). By choosing then p = VA -1 (uniquely defined in the 
QF[q n = 2 n ]), has its determinant A„ = 1. 

These forms of the substitution for which the determinant is 1 
or p (q > 2); 1 (q = 2) are called normal forms of the substitutions. 

Every substitution has exactly, if q > 2 , two normal forms, 
or, if q = 2, one normal form. 

<«> 2 > (~| )-{G~s) («8-0y-ior p) 


(2 = 2 ) 



(«a-^ 7 = i). 


Lemma. The equation of the QF [s = q n ] 
aS — /? 7 = e, 


in which e is a fixed mark =j=0, has ($ —l)s(s + l) solutions 


(a, A 7. S). 

For (a) a being 0 , then 8 may have any one of s values, then /3 
may have any one of s — 1 values (4= 0), and then y is uniquely 
determined by the equation, and (b) a being 4= 0, then a may have 
any one of s — 1 values (4= 0), then /3 and y may each have any 
one of s values, and then the equation determines 8 uniquely. 
Whence the equation does have in all 

s (s - 1) + (s - 1) ss = (s — l) s (s + 1) = s (s 2 - 1) 


solutions (a, / 3 , y, 8). 

Thus: (q > 2). There are (s 2 — 1) substitutions 

having A = a8 — / 3 y= square (in normal form, A= 1 ) and (, s ' 2 — 1 ) 
having A = not-square (in normal form, A = p). 

(g= 2 ). There are s(s 2 — 1 ) substitutions (in normal 

form having A = 1 ). 

Thus clearly the order M{s = q n ) of our Cr^j (the totality of 
substitutions with determinant 1) is* 
s(s 2 -l) _q n (q m ~l) 

2;1 ~ 2;1 


= M(s) = M(q n ) (q>2; q = 2). 


* We shall need to discriminate frequently between the cases q > 2, q — 2. The 
compact notation used for such discrimination should cause no confusion. 



A iH»riILV-IXFlXlTK SYSTEM <*F Si MI*LE <Jilt MTS. 


|Mf| 


^mup of all fht* sulM if ul hum with ileternnmtufs | u h,m 
t he enter < 2 ; ll Mis\ urmntim^ ;m 17 ^ 2 , 7 2 1 F*>r 7 *2 

tia- miutuum thr ^ >5 |/) l %l us a ^**If i*»«- ail# vjniup *«f 

iu<h*x 2. 

I ]»rovi* in thin paper tin* Mluwin^ 

Theorem, Thm ^natp it ,/ lf , F u simple ^rmip m all **\eepf 
the fwn part irutar rases 

in i, f/ 2. .< 2, 1/ \si t’», 

iii l„ 7 «h M f.ti 12, 

when* fin* (i 1/ Jf an* in fart kmmn tu he 

jilt*- i rV-a \\mmrtrir ^uh^titiftisiinf^i'eiip eft v i I M 1»'tf» 1 r* 4 , 
tin* (i u fetmhtalnai i ; (reiip mi* nltenmtim* M*hs! inn fen 4*1 >rip **u 
| V f 1 -* 4 Irt tefn, 

an* I tu ha\ e as Se|fh*Mfijit|(;if r sub iftmtpn 

■a it rye he pinup, 
a 1 it\ thur pinup, 

fu thm einl if is nerr^an fits! tj 7 1 !** ilr»ru * f tm if 1 *f 4 % i»i 11 1 

Mpeiaf*a*s, amt the ryehr amt rntumufaln *• m nitt pmujn <4 the 

it 1/ s , ami st rumfhf ||M f u eMuhlmli H ttt**plinfi! fttr r»pmf i**n J l*»f 

the Mfiler ef a H*‘tf eMiijngafi* Mil* pnntp, mtiiefi Mml! I**h»1 !«» 

file eunehmi»*U that file t*uU H»'Jf f»*Iljup;l!r ’illti pl**UJrt ##t file 
(tty * ar«* fh** icteiifify amt f In* ii ^ . its* If In j t» n imi 

'* inifieiimry ” fhrtn *«f 1 he pinup m tut tm 4 ttrr*b mltfrh mill 

he very 11 hi * 111 1 in § 7 ; f» tv 11 - I thin mtn*4uef $mu in *tue ta 
S e f f e f , 

Tin* thenry nf §§ li, 7 rum* «*fi ihe mh**!e juiraljel r# fhat lei* the 
rase II I, f/ > *2 liH et lulhleit J by K 1 r 1 Sn Fr u4v»* iljp Sr r 1 et 
ami U let’sf er. Then* ana liMinirr, nerrHsnr) *iii#l imjiei taut 

wirhittutiM. 

* A JKs fill!* it i'tiWMitiitfil r if iff ft! r; Pu«|S 5 it|l 4 l|%'r , 


f Kiel 11 tin's l!i; » in* iJisi-I 
f l.*«.4r‘stri , 1 #, I|, 

1 m 

Sl«r 

j.*r ♦*«$.< 


® HI* Hi r'»*rii‘-ja?j 

Hi,* 

v* '{Vi r?5|«f * 

s| Tra,i- 

xfi, t:-n* e, 

^if itr* 'ifsf nn4 rt 1 : «>} In f i 

/a, I; * - ? 

? 1 * t * 1. t man a*; 

f, ^4 1 

■ . H* *' 

Hr r 1*0 1 , f'ni?«!»!Y'5 /*Vn■ fie , t “» 

•Vi, lif.il, 

1 ‘ *•' / rq.m/r/M', 

e,f 

l« ■ s*' 1 it 

* 14 r f -j Ir f • U'iffe'.wfi •v.U;#* 

nr. in*. 1 . 

'H 1 \ |»| S ,'iia in 

, / 1 ., 

i r , 9 'i a ?i»;• 

Urr H l! Hi; tfi - |/, 


hw.fi *• •> He* ft 

:: 

HiH /. 


1 ? 4 n ■* rH'Mfis ./ 1 :, ,u 
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i 6 


*•« | * * 

Definition of the group . the "» iM<i«/w«»ry ;»r m 

of the Hit 4 * ■ 

We work in the with a mark *■ adynnvd. «rol let 

the variable marks H', W* run through thi*. 4 | 

- s» +1 marks. (# is man! h.roafh* uniformly far */- > 

Consider the group W >-’• V*" 2 *"* 

of the form 


( 1 ) 




This group eontnina the nb-gnstp t** Vi ] «f all *uU»tinitn.M* «f 
the form 


( 2 ) 




** r 


t ttl - /|*jf .« I) 


which is holoedrically isomorphic with tiro 

(I ®) 0B (he a +1 mark* «, u**l««•«}. »*. 1 * *i» su»i.«i 4 *uin ( . 
group on the #*+ J mark* II*. thr h 1 <»>«ih* & «*|§f 

system of intramritivity. 

The group ewtitain* #!*•< ih** 

-ft!) 


( 8 ) 


of determinant ,/-,/ + 0(jf !“ 5 , .V y WV ha*<-*§*. j 

(4) I ;,/*.#/- i 

(5) /•/*» t i ./ + / •»#, lJ «* t f t> ... U>l 




/ 1 . 

i-Ti—r 

4 "* J 4 *• Jt 


(8) 
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ft tronuforms* the group 0 ^* j F) into an holoedrically 


isomorphic group {F'j ■ R {Fj ft~‘ » 

{F'- ft Fft-*S, where 

( 7 ) 

>-(;■. i) 

(A **a$ — ft<y ** 1 ). 

(») 

F' ■» (^' + A/, M + \ 

Vft, ^ 1 / \^t + vJ, K + \J' 

#"*■1 

1 

I 

1 

>1 

(»> 

* 6 + d '~4 



(a-S)fi-* 0 S-y> 

* + ^-4 

(gl ~y) & — ‘2(a —B) 

* m “ #* — 4 

e )*-4 

(10) A'* d/l — //ft» it* + X* — ft 1 — v* + (*A — /as)0 

« «S -fty » A m l, 

This group d'£*j } include <*my substitution of the form ( F') 
(H). The F ix determined fr»*m the F' by tho formula* 

(11) # * * -jH + A$ 

0m+\+P 
ym-\+ t t + fA$ 

Bm M +jjt, 

(12) A « a$ — /$y » ** + A* — #** - r* +■ (*A — (tv) $ 

•* AA — if/) ■ A' ■> l. 
This group d'££J {F'j (8) is the ** imaginary " form of our 
</#(»>. For «*• l, #/>2 this form was introduced (by Serret, 
and then) by (Her*ter, km. eit., p. 827, and indeed, as we have 
done for the general ease, by introducing the broader group 
within which the djJ^ and the d'^‘ are conjugate sub-group* 

* A, I’ teitiK two ojwmtorit of * Krmip, It transform P Into th* oonjugato 
oiwntor P'.»RPJf’*. Tht* Mnittott i« pnfw»M« to Dm othor, P*«• IP' FJf, 
when wt hero in Dm Dm o|MH*tnr« mo *uh*tituUim» on the *t I mark* 
ojwtuiing/rm« if m right to tht ten. 
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(foe. tit., p. 331). (iterator [tut- tit.. j» Ui!H» >.»d Ki.^n Knok<* 
(loc. tit., p. 425) uae tmiwfi*nnii»jf 'vnl»*tinat.*ni whi.'h d»]*i»d 
upon the square rmt in the ffTj,*/') “f a * ju=*t*‘ in tie tfF }*/*), 
Since however nut-wjuare* d« not t \t*i in UFl« «/ ] «sth q », 2, 
we have made urn of a transforming wih^Uun -n H ».f .i different 
type whioh does exist for the general n wtth </ " 2 .»* will »t,<* a ah 
q > 2. 

I notice in conclusion that the two <*nl»»titut»*in* !”« *if the 
Q*+\ and of the G*,* nw . 



and accordingly V t ha* the peri*»l j j «;i 7.« H »* 


|T 

Th$ indmdmt optrt item III# *.t#««l **«ofiff#tifof#V# 

#ffl»f#?lf*Jf# «/ fJtK # r 

To Humtnaxise %% «»cts ll# mmimmmm of U*i* action 

0/* th$ Gm m hjmnitar fill* 1 i <fr?^# wnr.# 

and li#t ill mhI mltf mm l#ir»#r#f* 

Ttm$ tuHhgroMp* lAiw *#€#„ fl*# »/ «M«gA 

#*£ fawigr cotyugaU with mm mmikm k w*f#r tht U m f 

(I) #+ I eonjugttt# 60 MmHt*$tirf> # I *Hw*$ 

ur$ all of ported f. Fur f -*< ttmm m# «iII 

For r/> 2 flif mpamtr i»l« | «#* I * 

operator#* flltf-I Ojfmmlmfwrn/ n rf|rlir t# r tf * # J| lirfltfiw# 

in add, hmIf to om and half U Ihn <*lW i # 

« tf * it I w <*f * **>» ; wiiitjt i 'tmmtim 'f 

(II) 11 §#(t + 1) e«rijiif#il# *?%rhr * *i t y ** 2* 

i t i 

(III) # |i(# - i ) fWljllplI# fulfil# 4#f f* t y) i*f f * t *( ** I :i 


t n 


* For $mmm % Om Hum m \U 

kfirott 0| SI til# f»t|» jll)* ‘ |||||* fA> i* t 4^4#,i 

^ f#| ill# *tl#| t #♦«#! ttfc* 4# I If* i l,4f ),40 

tmx*%mnp* tiwm 4ii &»• »ififtn 

tollft | (ifff m» mmmmM #*# l*«« 


A DOl’BEY-INFINITE HYBTKM OF BIMPLE OUOPPK. 283 


The operators and groups of the three types will be discussed 
by considering the fV. u (s! in the concrete substitution-group form 
*” r I. II. and for type III. 

/. The of jmriod </. 

Denote by .S'# the substitution of the ( r" tf *^ 

111 ^"{u.D- 

We have 

( 2 1 m, * ‘%H ti \ ,sy* « S«$ , 

(3) a. ,V yA *« .H, * /; 1 1? X i, rr Xftt *; 

where / denotes the identical substitution, 

'-(ip- 

The totality of * m t/ H substitutions X# constitute* a commuta¬ 
tive group (if* [»%] of order * » i/'\ Kvery substitution (except 

4—1 

the identity) is of period q, Thor® are ^ j cyclic (r, f in 
the a 1 /'. 

To study the eonjngaey of these substitutions and groups 
under the we transform $#(/* + by V M ‘ g} and obtain 

O) e.v.e ■ -('TT' ff). 

yV*. I + etyfij 

This transforms! substitution belongs to the (if' : if and only 
if in V 7 » 0. and in fact V *» does t ransform »% into 

*K*v> w hih* in particular any *%,«* transforms N„ into itself. 


Within the th»* substitution ,V„ |/* + 0J is self-conjugate in 
exactly the d'f* JA*], while the * is self-conjugate in exactly 

the t , j { *' . 'I’he order of this last group is *** ^, for a 

has in all # — I values t+tH, and £ ha* inde|«*ndently # values j 
every substitution is however counted twice if */ > 2 Tin* sidwti- 
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tution 8n is conjugate under the substitution* 

i.e., if (q>2; ?» 2 ). with (only half; alii th.- .« - l substitution* 
of the G ( * ] (§ 3, 4fl # > If q > % tin- a -• 1 substitution* <»f tin- f/ t *' 
separate into two seta of J{»- H conjugate substitution*. The 
q- 1 substitutions of a cyclic group fr, ;AV m f «l» b«’l«tig half to 
one and half to the other set, if » i* «*ld» -me.- th* n only half the 
marks a are in the square* (§3, 50 t, while it » i* »«v»<n, 

they all belong to the same *»t, sinco all the marks « ure in the 
OF[g»] squares. 

In the G'J*) there are 



*U~U 

* 2. 1 


• • +• I 


conjugate commutative group (i 1 * 1 - Kaeh <4 th**** i* tiefinmi hy 
any substitution lying in it (the identity ost«|it«| * m tiw group in 
whioh that substitution is sclf-cotyogiite Tin * ? t gi.-np* h&v>< 
the identity in common, but otherwise h»v« quit** diet met *ul«Nt|. 
tutions all of period <?.«•-! in all. 

Theorem (I) as stated is n**w *»vm to b*' }»»*n« 4 


II. The operator* »f /wr»W* rf»cM«r* •/ \ t J 
Denote by P the Mtlwtifutton «*# tin* <vy * ( 


where p is a primitive mot of the field if ;t 4 art » w« h»v«- 
as powers of P 

m ii... 

p belongs to the exponent * -1. Th* *-y die jjffiti jt |p$tt&fitt**| tiy* § M 

hm order *('/>*I '/•*>. «W*te it by tr*' Tim -mb 

J g. * •» 

stitutiona j («& - £7 ■ 1 ) of this group arw dofittod hy the 
equations £<- 0,7 » 0 . 

This group ()*] contain* a substitute,. 4 pr».»| t*„ »f and 
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only if *vmtf has the form #** q“m 4>h -f 1; in this ease 

(») i M -P * -f v/ " 1 ; 

Vo,-\'~i 

exists and has the jnsriod two. 


.»f i 


(0) 


Any substitution V of the 0 V{t , 

'-CD 

tnuisforma P'^[(p» 4< ± 1: f -p + 0) into 

(10) VP>V~'r~( afipt '~'P yt> 


(*$ — /$Y - l) 


| faZpP - #y/> ", - «0 ({? - p 
Ky&ip^ — p •*'), «&p v-fiyp' 

This transformed substitution belongs to the oyelie group 


1^1 if in VttfjmQ ami yS m 0. Wo have also <*8 - ffy ■» 1 


*t i 


Two casus arise. 

First ease: fimymQ. V ■ ® itself lathings to the cyclic 

group and of course transforms every P> of the group into 

ti t 

itself. 

Second case: Vm( f ^ transforms P* into 

jP” 9 , which is distinct from P* unless P* is of period two. 

Within the 0 MW the eyelie is self-conjugate in exactly 
( *! 1 

the dthwlron-gnutp 0 * x coutjKwed of the totality of substitution* 

Si I 


Within tht? d MU) a substitution i* is seif-eonjugate in exactly 

(•»> «’* 
the , except in the case +1, in which the 1* * 

«i t 

is self-conjugate in exactly the dihedron 0*"*|; this dihedron 

*T 

group is commutative only if it is a fonr-gronp (# » q *» 5). 

In the 0 MW then? are + 2*7j + D 

conjugate eyelie grou(M f/*** t * *■ * • Each of these is dtfitml by 
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any substitution lying in it (the identity excepted) as the largest 
cyclic group containing that substitution. The 1) groups 

have the identity in common, but otherwise have quite distinct 

$_1 . 

substitutions, of periods divisors of 

s.8 + 1/8-1 \ $(s + l)(5 —3; s —2) 

2 V2;l / 4; 2 

substitutions. 

5 1 

In the G X(/I) there are M ( s) = s(s + 1) substitutions 

5 («A) 

conjugate to P g of which two lie in every Gr s (for instance, in 

¥Tl 

Gr^ lie P g and P~ g ). However, for s = cj n = 4>h +1, there are 
ITi ^ i 

only £5 (5 +1) substitutions conjugate to P 4 , one lying in 

/-y(»CA) 

every G s _ v 


III . The operators of periods divisors of . 

Denote by Q the substitution of the G /S ^ 

< n > HB)' 

where / is a primitive root of the equation X s+1 = 1 and J = J~ x 
(§ 4, 5°). We have as powers of Q 

*"(£# 0-0,±1.±V..) 

J belongs to the exponent 5 + 1. The cyclic group generated by 
Q has order (q > 2 ; q = 2); denote it by Cr* +1 {Q^}. The sub- 

stitutions (AA — BB = 1) of this group are defined by the 

equation B = 0 B = 0 ; see (§ 4, 5°). 

This group Cr* +1 contains a substitution of period two if and 
2 Ti 

only if 5 = g n has the form s = q n ~4<k~\] in this case 

™ «_ n T_/Ao\ 


(12) Q*=Q 4 = 

exists and has the period two. 


0, -V-l 
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Notice particularly that in the itM Wi operafions of period two 
arc always present being all of type I, II or III according an ^ is 
even 2). or (f/ odd) f/ 14 of the form - 4/# -f I or 4k 1. 


Any substitution V of tin* 


Ul*I ^ Mir, t| 


transforms Q 1 4 : /(«/ ;; 4 J: I ; *\ */ 1 J f f- til tut* 


ti4) ivr 


d/I./*- /l/U^ - — ./ ?i 


\ d AAJ»~MU* i 

Thin transformed substitution belongs to the eyelie group 

(i*^ t [Q*l if in r A H *» 0 and AII *s 0, We have also *1 A — Mi oi t, 

2* i 

Two nines mine. 

First case : /fas /f ssf), J" ^ j | itself belongs to the 

Vo, J J 4 

eyelit* group tr* M and of course transform* e\ery of the group 


into itself. 

.Second case: AA 0. T I # ^ ) transform* I/ 1 

4 /i a .*, it/ 

into Q** t which in distinct from (/* unless tf* is of pert««l two. 

Within the the cyclic ({*, t in sclf'Conjugate in exactly 

«* i 

tint dihedron-group (7 # #i t composed of the totality «f substitution* 

uf til,. f..nii<, L V'.o) 

Within the 0 Mm u substitution if* is ^etf conjugate in exactly 

0 i i 

the except in the nine n o q n o 4k - I, tit which the Q 1 in 

sn t 

*elf»cmijugate in exactly the dihedron . t ; this dihedron group 

^ i 

in commutative only if it in a four-group (,v ^ $f « :tf 

In the then? tire 1 ^ 2 ^ j ^ |^i*v * < 1 1 

cyclic groups (* 9ii conjugate to (r t , lyielt of these in df/tunl In 
2, I t. i 

any substitution lying iti it (the identity excepted) m ilw l«.ir##i^l 
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cyclic group containing that iititi**n» i h* Jsis— lj groupx 
have the identity in eotitttmtt, but oth<*rut*e lmt«» *ptfte «IKfu*c*t 

.Ail 

substitutions, of periods divisor* «*f ^ | . $n *dl 


a , h — I a’ 4* I * i t t a • * I 1 1 ’i I ; ft 

2 ' 2; 1 ^ 1 1,2 


substitutions. 

In the (}mw there lire Mi A ft j -.*«« li ^itwtiliitimp 

conjugate to Q* of which tan It** tit evny } i tit fur in* 

9 . I | 

stance, lie C/ # and fi«wrier. f»»r * **" *f - M' ■ I , tlmre ure 

♦«i 

only 1 ) substitution* conjugate t«» y 1 * "tm King in every 

(**n* 

ti i 


We have now eitittmiiitnl nil tfm iodit i«hi*tl tlit* 

(r 4 vc *51 ami likewise till the cyclic and entiifitMlfiltte MitegrMti|«*; |iir 

i , ^ * lk . *<* + Di*' 3; . 2i 
1 + <**- 11 + ^ ^ 

*#«i t if v I , * I ♦ « % s ■■■ 1 I 

4 ’ | u ~ ^ i 

(The identity in n«t tmtt!ii»tiif«l tm e i I, II III and **» m 

counted mqmrMdy % 


I » 

wlj*Cvtt?,A* > i|o ** | < f ?/> Vi# , /A erf 

tff #l IJ 4 * 21 *Tl If 4 41 nfjs j s/* 

Let (frf be titty self rwtijiigiif#’ *ob £»**<»{* >4 tie #*'# , ll f|ir 

fr^i eonltiitw tine of n net *4' cunjogat*' b>»u?vd» ^rmijw 
of the f#jff #1 it will f»4f|iu§fff 4i|| *i 4 i|$<ii t 14 t|$r f/j 

contain* §it(#f { tl ninjii^ifr. •*)»In *# lir ij«« |ti- 1 11 r.injn 

gate cyclic hL*i> and <if the *nb«!4*n*; 4f% * 1 jr n A ^ nilir# n*a<t> 

*i 1 

or till of one 111 both flir« ^ W r< **‘I ,>1 «§Mi« 

tutionn. 
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Thu onumoratum of th«> individual *tth*»ilniiMn*< <<!' «h«- -• If- 
oonjugutf (f, t loads to tlu* diophantiuo 

(1) H-i(.V J -l)/+|.v(«+ 1 )(</ - D f Itui, It ,t 

to bo Hatisfiod fur positive integral valuft «*f d, tt ,>?,./ " h« i>- 

rf„ tL, rf* 

are divinorn of 

H {it* — I ) »* ^ t J* l i 

2; 1 ’ ii 1 * i\ V 

rosjH'ctively, and where / m restricted to llie vnlin^ it, I, *2 , U *2 
Thin equation (I) becomes 

(!♦) + £*(* + till i - th( n ■ 4, 

where 

( 2 ) h ™ 2 -•/'* % 1 , 0 ; 111 

Notice that any two of the three integer* 

* - t Mil 
* ''* *2; 1 ’ *2,1 

are relatively prime. Denote, its twtul by \t m| 
common divisor of the two positive integers i t w. 
d is n diviner of 

Ml . *2 * * i * * * 

' ’ *2; 1 1,22,1 *2.1* 


anti may 1 k< written 

(») 

whore 


(l m •2Vr,.R,, 


m ***1 «*r 2. | f " ^| j.d , 

^ j t 

Now is a diviner of , of form* tlmt, «*ee**tid. third *4 

z * l 

the equation (1*), «f term fourth, .\ of rf # nti«i * . «C *v flu the 
othur Kami <•, is a divisor t*f tt anti of . , , of »**«»» ltr%I. f«*trtit, 

* j 1 

third t second -» , # . * % i , 4 

Mucuntl' ■' of t,!n “ thirti 1 " f hlii 3 i < " 


second ’ ” r " third 1 '' »*«* 

prime to #.* * | and so I.* |»<u ♦ 

m J 1 

(4) t~#ad 


i* a dtiiwf %.%t «| 
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[Case A = 0]. 

. the equation (1*), 

(5a-o) 

(3a-o) 

[Case A > 0]. 


is a divisor of terms first, second, third of 

1 , & 

of term fourth,of d. Whence 


1;2 |_ 1 ; 2 

d = 2* 


;,d 


-c. 


i; 2 


d-djr 


d is a divisor of d and of 


_ q n 


1 ; 2 1 ; 2 


(2* = 1 or 2). 
; so that 


d — (£(i ^ n ; n — 1). 


d is a divisor of terms second, third, fourth of the equation (1*), 
of term first, of — ■£■ (s 2 — 1) A, .*. of (s 2 — 1) A, .*. of A. But A is 
1 or 2 (being > 0 for this case). Whence 

(Sa>o) c' = l. 

For q >2, this is at once evident. For q = 2, it is also true; d 
is a divisor of - \ (s 2 - 1) A = — (s 2 — 1) -|A = — (s 2 — 1) (since A = 2) 
and so must be 1, s 2 — 1 = 2 m — 1 being odd, and d — q i = 2 l being 
even unless i = 0. 

(3 a>0 ) d = 2*cLcZ + (2* = 1 or 2). 

Here for 2 = 2 , 

c' = [^,d] = [2 , «,d] = l, 
and so, for n > 1, d is odd and 2* = 1. 

The case 2 = 2, n = 1, s = 2, if ( 5 ) = 6 occurs of course in the 
old theory. See Klein-Fricke : Modulfunctionen , Yol. 1, pp. 285, 
387—392, 398. The (x^ =6==3! is in fact the composite symmetric 
substitution-group on 5 4* 1 = 3 letters, having a (^-cyclic group as 
a self-conjugate sub-group. In fact, the equation (1\> 0 ) is, for 
this case, 

— 3 + 3cA_ + lc£_|_ = d, 


where d, cL, d + are divisors of 6, 1, 3 respectively. Whence 
cL=l, c? + = d = 3. This solution of the diophantine equation 
gives the self-conjugate cyclic G z sub-group. Here also we have 
2 4 = 1 . 


Thus, defining 2 t more narrowly, 
( 3 / a>o) d = 2 4 <Ld + 


(2*=1 or 2; 1). 
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Dimimum of the diophmttine eqmttwn t l # l ummj the t»ii 

It \h convonicmt to intr«#hu*o tho factor* t\ complementary 
to d % by tho ctpiatinns: 

(«) 2 [-</,<•,; .v (2. U »/,«<. t l. 

[Custt/r^OJ. Kijiiiition (l # ) become* for h -(batter replacing 

M I f i 

d by 2* %> <t ti* (%.„)> HulwtiUitiiig </»r, f*»r „ . \i»h »u«l ri'- 

* * «* m,* 


M 

moving the factor % d d * , 

i * « 


( 7 ) 

1% i‘if. ^ 2 * •“ I or 2 , 


Tho only solution 

to thin is 


(H) 2 1 » 2 t f ' uu r -~ i, 

< 1 , ^ * J . /* 0 . 5 / *J, 

•' "s'. w ‘" 

which corresponds to 

tho f/j|| g | itwolf u* tho 

*elf conjugal * 1 sttl* 

group tup 




[(Jumi h 0, #/ > 2; ,\ h I or 2), Kqmttmu it # | IterMitte* for 

thin earn by mo at (t\\ ,*,)» fill, 

( 9 ) ~ 2 e 0 -Ji \ m\ f m* 2 f ' 1 or 2 , 

thin Itt'comtm, when wo miUxtituto by 1*11 for fho itrM * id e f 1 
am! for ttio Hocotid n id. t e. t — I* 

(9 ) — it* ,t?Jt +( 2 f/ t* T 11 ft ’I {%t >r t 11 r * i\ 

or, making n convenient rearrangement, 

(2Av% ■ ■ I)o r 2 f ^ I nr 2 # 

where 

(10) A.dL+rf* -/#; .\ *>», 

The citae A*»0 w d §'i/| ■*- h loud* it* the %m%y *»«htfiMgt 

(11) d di - f, h % tj ih d I, 

which eommjKimlH to the identity it ? t m tlio »r|f conjugate *»nl< 
group th> 

Thu enae k > 1 require* (tri 

(12) 2 f ' 2* v , >< i\ ”< t» fl # 11 f f- I ) # Jr' • I • d l tf * li - -« li, 

* /* I I 2 or .% in fact U, 

$ ’& 2 m inipohnihio boro since q > 2. Thi* 011*0 

(ir) i .% r/ • », 11 | # 12 t 

l«i 


e. i\ 
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occurs in the old theory. See Klein-Fricke: Modulfunctionen , 
Vol. 1, pp. 354, 387—392, 398. The Gm®=v> is in fact the 
composite tetrahedron-group or alternating substitution-group on 
5 + 1 = 4 letters, having a 6? 4 -four-group as a self-conjugate sub¬ 
group. Indeed our results become for this case 

(13) s = 3, 2* = 2, dL« 1, d + =2, cZ = 4, i*(s-l) = 3, h = 2, g=0; 
that is, the self-conjugate G&= A consists of the identity and three 
substitutions of period two. 

[Case h> 0, q — 2; h =2]. Equation (1*) becomes for this 
case by use of (3\ >0 ), (6), 

(14) — e„e+ + \se+ + = 1; 

this becomes, removing the by use of (6), 

(14') — e_e + + (cL.e_ +1) e+ + (d+e + — 1) = 2, 

or, making a convenient rearrangement, 

(14") (ke + -* 1) &_ + = 2, 

where 

(15) k — d_ + d + — 2; .*. k> 0. 

The case k~0 leads to the single solution 

(16) 2* = 1, 1, h = 2, g~0, d = l, 

which corresponds to the identity Gj as the self-conjugate sub- 
group. 

The case & > 1 requires (14") 

(17) e- = e+ = 1, d^~s+l, k = 2 = d_ + d + — 2 = 2s— 2, s = 2. 
This corresponds to the composite Gm® -e already considered. 


Thus finally: The group Gm(s=$ i ) of order 


(?> 2 ; 2 = 2 ), 


2 ; 1 2 ; 1 

uniquely defined for every s = q n ~ any nth power of any prime q, is 
a simple group, except in the two particular cases s = 2 1 , 3 1 . 


[Addition of Oct. 29, 1895. I have within a month found 
out that Mathieu (Liouville’s Journal, ser. 2, vol. 5, pp. 38—42, 
1860) defined the groups 6?*** and G 8 ^^ M(s) and studied their 
cyclic sub-groups.] 


The University of Chicago. 



UBER DIE ARITHMKTISCH ALOKHRAISCHKN 
TENDENZEN LEOPOLD KKGNECKKR S. 


B. NBTFO is (IIKSSKS, 

laKomiJt KltnXht'KMt f h<it tuir growth r 4tr rt h.4** 

in Li*In»ii hri ftpdtr ftftilp j*h jv4t (%U in'i’li* > ■ h 

gpclnrht. timl vt liitllt 4 vh sn^ir fur i*1ip* ^itt Y** !i 

hinmiH m fill^ptiipitpii 1 «Ippii /n *trpbru, mu Amn t <V'& « mV* 
iiu h^pupii Arlw4fHgi*!»it 4 lp m i*mu if*»n, 

IMpmpii |iiiiiiwiij*liim4iPti */*n}{ Ii«i4#‘i m.m U** »n4* t ** m 4< n 

IpfxfHt tluhrpu m*iu«*h hphtiiM 1«4 iliin 4ii^^r|« S« np* tJ*n<*4 
Itiftvn iiti-wiiiiiiiflpr m wt/rn im*I •#•!«*' Xn*!*- V’ n ^ J1 ’■?<* 

Kotgpndrn vrmtrlti %**r«tpt«, 

In <lt*r Ktiil«iliiii|| m 4*in Knimu^ • *’ *h t* " 

tiiil I*. Kr*»i»pt*krr ii$ knuvt Ymmmg *b u K«*rn ^*tfp*if 
fihprlt iii?iltif’iiU4tJwll«*li Auw‘)t4ttM«tj»f«t* ttfitS >*nifl<’*»*}t «llr Xp 

m*mvr iinlliiiif*li^li»iil|(i*tiri4iw f li<i4 F»ir«**tntn**< » *♦♦«***«-H|*5M*vh.'f« f#t 

kttttpfc 1411 dip fillIH* iW liiii WmHp HI* i " \ hv *•»* 4n« 

Kimigin dvr Wt^rtatdtitffpfi utitl 4i»« AtifJtntrftk *h** % 

Mnthpmntik/’ Iliiiin fitful vr f«rl f * {Inbri tni dm II *4 f ' Ati g lt 

tiipftk 1 nirlil in iIhii tltiltritpft fi* »4ii«nklrii tn * * 

Htmtlnm ph Hind all** niiifti*iii!4li« # liPii intt An tixthni*’ 

i|t»r ClrtttfiHfft* lift#! Mrrfliiittk, hI*m ttii§ttHttlt#4t »i**- AS f ^4*ta nn4 
Atiaty»tH mil ilinimfrr m lirgmlVsi l B n4 §*4» glinka mirk «lm 
vn d«*riniiMt wint, 4r§t li#t$#ll all^r *lirnn n*<**f. 

liiiitimdini DiHinjilimii m * mtilmmftnm n * 4 ft vmttt,: un4 itlb m 

nnf 4i*n itn vng'itvn Hiitiir ^nmnmvu*m X4lilt^>nill ?n ^khuA^n. 

iiWuilIpdir Mti«iilimli*#nrii tifid Krw* ^*s llr^asIV't s - h 

nipiiir hii*r iiniiii*ii<tip|i *Iip Itiii/nipiliiip-if'i* v 4* i 

wtiliiiiiirlitdipii mnh t *i\unn\t^%Yi% v%rl^|ir muv % A Am* h 

III 
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Win molt dio dargologion AuHohattmigrn h»*i dor Fftmatttg vou 
T hi‘urt*mt*n goltond mnohon, dun zrigt molt wohl iiw ritifkohmoft tin 
oinigon Bompiolom 

km dor Thoorio dor orthogonalon Syatrmo i^iittiiiniiit mini dm 

Katz, <Iiihh mit dom Systomo dor Oloiohungm 

(t'i 4 . fp - | w() ( l ^ 1 ), ##ti 4 | W> t 0 

zwiKohm don 4 UrdHnm a, h t <i t , fc t attolt diw Sy*tmt 

« # r<l ®* 0, /i' 4 -f /ij 1 — I 0, nli 4 «A *• 0 

orfnllt int* odor in mtdorm Wort* 1 *!, dn.*>* dio loixtrit dtvt (Iloirltttft- 

gon ‘knilo Folgt*” dor tltvi on4m Mint I, Dim* Atwdrtt»4^f*Ar ini 
jt hIch'Ii zn mihoHtinimt; dor KhU mum in dor tdoiftwoltor 

Ulotrlittngon pmria tind tiltondoltf ttoli go jam*! wordm; nnd di**# 
goHrhioht dumb fiilH Ul«didunigHMV*!t*lu 


If 3 f ~ 

1 ®(l ■ 

-lit 3 ) {ti A + fp 

- 

1 1 t 

If 1 («,'* i- — 

n 








- ■' W»i i Of'*, 

t l*h % % 

H* 1 f 1#/ — 

l (1 

« /i/ 1 ) (#i 3 + (P 


11 









< tWl, 


1 hh $ ) t 

fill ¥ fl t l 

Lj i — u 

iJh in 1 + IP 

II 

*»«//{(?,• > /«,’ n 








f #i r li| (mi. 

F M# 4 i, 

wrlrhrH rrk«*nnrii IEahI, dint* 

jrdrr 

d**r find AundrUrkf* n* 

-f *• 1. 

|/4 5 | ff „ 

i, <’t> f 

ti t b | rinr llflto 

an* 

Flllirtioii dr 

r <lr«’t An»«JriU'k«* 


u % 4 tP — 1» eid + V*** 1, fin| + Wi, mit giiiixoii, giiiir,«itiligoii CJiiollL 

dm ton int. 

Kin andomt BotHpioI liufnrt Krotimkor in mmmm Vorlomftitgm 
lilior Intogmlo dftridt «ii«* lotiforiiiniig do* Hallo#: *'flat mim 

trigimt»im*iriHcdio Rdht* don tnitiatmtUm Wort Null, diiutt Hind nllo 
Cooflidmtm dor Itoiho Hidlmt gloioh Null/'--in dio n**oh mil*’* 
wumnw Farnmng i ” \VrMdtwmdt*n nittlil mimtlioho 

mmr trigtmnmotri*i*hou ftoitw* dutttt li*a»t *idi dtifoit dim otiditolto 

Anmht von 0{K*mtiuunti Hit Wort dt«t Argmmmim hmtmtmm, filr 
ct«n dor abnoiuto Wort dor gronwr §*4, al* duo vm* Nidi 

viawditodotto* Hoiint itltrr lioltoitig kl*4m% gfomtiv** llrikao,” 

Bttdltdh wt oh von Itttorwm', litt AiiMchttiH* an dio ottf wioktdtm 
Idoott, dolt dir K ronrrkrrrndtott AttfliiaMifignst uBm tin#* *A%*\ 
mtithmmtiHehor Furmdnmg, jn rinrr jodoft wi%Htm*idmftttdi«'t« 
Fornohung klarmdogm, *%Iodo wi^riwrliiiftliidir Ft*mdmng gdit 
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darauf aus, Aequivttlmmn »«»>! <t. ». n / nronunt^n zu 

ermitfceln, und ftlr jedi* gilt diw : 

*!«*r Wi’i'ii* 

Sucht don ruhondeti Pul in dor Kr^-U* mnp^ n Fbntii " 

Jede Abstraction, *. Il.dk mm gouikn* V. r o}ii.-4ntk*it« n, 
eine Anzahl van Objooton dnrUkiot, ‘Mr A«'t}tiiv,tlatt/; 

alia Object©, dio ©inaiwler hi* nttf jrttt* \ rt\rht^b idimSnt 
gehOron scu oincr Aotjuividon&aUv** 4 >oii4 niif^i * ntandn ii^jnnit- 
lent, und dor nun dor Abstraction tionorg^hnida tkgnfi btldn 4t«* 

11 Jnvarianto dor AiHjiiiviiloni*’* Dio br^ntd* $* Ant^.ib* 4* r Math** 
matik ist oh, ditw Iiiviiriiitif**ti in t Sennit t I ll'hdmn^n 

zvl formidirtm. Wonn nl*o s t \ *„ hnnbno > nol, uu4 

g a \ z *\.., oinimdor imjmvnlont fliii * 1 < If. • -i K 4m*ii noc^n* 
die filr die Aotjuividoi« olmmklon^U^do'in I'uokutign* Funminint 
I h gefundon wmthm, wtdohti 

/*(*/» h(^*\ ^ 1 

liefem. Dio /* xuUhhou dnroli die III* ichung* n morn toiDtamiigru 

Ersate das AwjnividonibogrifTow gob* t»« S«d<*k' lm *t n h* tv»« n 
rationale, algobraisohc, arithtueti*©lio, nu^Uti^ bn k u nh4mn 
sie dureh rationale, algobrai*ck*, .«4**r atmUtbiolio 

Operationen mm don Kloim nli*n g4filtbi am4no mol nnfrr 
analytischan Opomtitmtm wordon tun bn ^4rlio %* numb to bn 
denen der Limosbegriff xur Atiwtuduiitf Lumtot 
Betrachtot man k*i*|uel*woi'*< mr% liu^n alt 
wenn sie sich nar urn guinea Iidilon um ritnidlm unfn^lo *4nn 
dann bildet 

■** 1 

w enlg iw ^ lim X l 

» - # 4 - ' w # * * 

die amlytiseki Invariant© dii*»©r AotjnmdHt/, ut*4 4n bt^rkt, 4rr 

Bildung der rechton Beit© gemii**, ilk Iiitiiiniiitr ni# n«inn#4ii^r}$a 

Function sUmtlichor oinandor m^timdettirt lit L%m«u auftnii, m 

tritt die Aec|nivakni4l«*iliiigiiiig in Kvidoni;, 

W&hrend in Falk oino bokannto iiiinnnisi^ uU **ym* 

metrisch© Function dargt*nii4U winl* kmin tmm tit aialnm* Fall* n 

umgekehrt von den syiiiiiiotrwdioii Aofjiii%'iil#iii 4 nniotp 4 i^ii 

geben, deran Eigenmshafkm tintoiHiirlrii, ilmrii andor** iU^hmtnn^n 

abgewinnen und dadurcb dn» Cloliiri 4< r Aioilj^k ti4itirgoi$4i*m 
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urwtdtem. Diorns arithmot-inrho Prittotjt irtigt nuHaorordoiitlioh 
went und fUhrt a. li ohm* Mil ho mif onto tirithiiiottMoho Thonrto 
dor olliptinehon Functionom 

Wir gohon mm auf oino frtthor nngorogto Frngo inrnok, 11*4 
rtun arithmotiHchor Bohuudluug dor Algobm nind dio nognthmu 

gobroohomm, imitgiiiiroi^ nlgobriiimdioii, irrntitmidoii llrn^»*ii moo 
ztmrhotdon; dor gontmito Inhtdi dor Wi?woii#ohiifl imt**# *»ioh milor 

dio Kigoimchatffcon ganger, gtitixmhligor Funetionon muroiheii 
tanson. Wit* mud mm die auH? 4 u*oheidoudnti i Mmmm mt ornot-goti. wild 
dureh woleho Mothodou kiimi thro Bonutgnng tlherflit**ig gotnnrhi 
wordoii t Dio Antwort gontaitot >4eh in iltr«*r Urtmdtdoe Uhor* 

riiMcdtotid einfanh, und gorndo dudiiroti mdioattl thro lloidiililiil 

verbiirgt soiti. Dio genanoron Darlogtingon ftitdott *ieh t«$ dor 
FontMuhrift: " Uruttdftttgo eitior anllitiiotnwdieii Timor ie dor algo- 

briitmdion (Irtittmut ** und in dotit AutkuUo: t*bor oitdgo Attwond" 
imgoii dor MiMiid«pt«*iiio auf olotnesitarn a!gebn*t*rl*e Frog«m *'; 
onto mdtr eitigohoudo und ttborwditludio DarHtollutig lull Iterr J* 

Mtdk in muiior Arbeit; “Star urn* notion tjui ei>tt»|»rond eollo do la 
divinibititd etc*." (Aoln mathematiea VU gogoixm, 

Dun (irniidjiriiioiji bontohi in oinor Amdotmung drr 
mdaen mldonttiitiirotirndnui t ongrnontfon imoli oinrm 
Modul. In don Fiiilon ctor neguiivou, ittmgttmteu und idgrlirm. 
nchon UrimHon roieltt dio Ciiiiis^Vofir Ktniiihtuug file ti§§*»u»ut 
Xwoek mlmn huh, flier forint iiiiiii die Ulondnuignu * olein* 
negative odor imaginare Uru«o»nii ♦uiiliiitlrn* etaa U ($, 

odor ii +* 6 * *»ii| + /#,* in CAiogrtiefiiott a p I* r ' t« ft f 4r inirti tlri*i 
Modnl (4? £* l) Imgw. U % f 1I uni. Dint daduioh gowimioi* dm 
Siifgo iiiioti noelt an Inhnlt, indent jet/,1 and, 4nm fur 

jodo gmim* Zalil a* dii* Rimto dor Ditkiottoti Uudor H*4fou ilnri ti 
(*rHh I) bo 7 W, |4 4 l I) oiiiaiidor gloioli nsnd. 

ftoi dor Btiiffibrung dor nigotirid^fioii Ur«i*mm mi nnlrr-' 
liohoidon, oh Fmgofi vorliogmn liri doiim r$no l^dirung dor 
niiior oiiiniidtu* oonjugirton idgohmimdion Uro^otu d ti nD** dio 
I»iiirniig dor vor^ohiodonon Wimndn *unor iriodnoiddon t Uondmug 
gofhrdort wird, mtor nirlil, I in ^woffott Fulto liiinn ttiuti tmf 
Hlilfo don UiiloinWiton iViiioijw oinon M*wtid mo4indig turn tuui, 
Hindi dotii dio \orgologto iilojohimg in iiin^r^ Furfutm 

wordon kiiiin* in wolotio mir mltMiud tt»4iuinf** flru%^«ii o!ng*din#. 
Krotiookor lint dio** ini liundorUf*ui llniido *{o*i JmimuD I, *1 fi*iuo 




248 


u. NK'rm. 


u. angowandto Mathomatik eingohond d«rg«-h*gt; wir wuIU*n mis 
jetzt darait bognUgon, ala BoiHjml tit** {'ongitnnz 

4 (9c,)* («*“ c») 3 S*H Ufc** +• + ;*H lHr y r f flev f 3 *) 

(mod. a* + 27<Vi 


horvorzuhobon, dtirch wcleho die KmfUhrung d»*r '•nujugirhm 
Wurzoln von a? — Cj h, 0 unndtig goimudit wird, V\ i«* man ait*h 
bei dor eraton Mogliehkoit hiimiohUieh d**r Kmftilirimg ntgobmi- 


Bchor Zahlen zu verbal ton hat, daw »*Sl sjuit**r ln*Hj>m’h«*n werdmi. 

Schon boi dor Bohandlung gt'brm»hfut*r (IrnsM'ii miudst sdeh 
das BedUrfms nach eitnsr Erwciterntig dirwr t'ongnmnzlH'tnu-ht- 


ungen geltend. So kttnn dor Hat/.: 


h ti» 11*111 


mir tliirrli 


ax + by & (an + bm)$ (iimkM. nu - I* «;/I, mmz • I) 

ci. h. als Gongruonss nach dnn Moduli* diitgiMrllt wriilrtt, K* ini 
also oino naturgtmtftHHt* Krwuitmiiig tin* Vh«*u Ideett, 

woleho Kroneckor dttrtdt tlb KitifUhrtutg *U*.* BogrilT*'* tier 

Modulsysteme genmeht hat. 

Allen Uniersudhimgen wint t ine %ttd Vurinhleii 

ll' } iT,,..zu tlrunde gelegt: nib* gwt/en, g*m//abhgr?i Fiiiir|i*iii»-ii 
derselben bilden den 11 ” | tt\ IW 

Bediirfnis einer PriUnsmutg tte^ein ttrt em»<r Ii*^fiiiiiiif.ni 
Untorsuchung ids rational m l»etme!iten nut, full bn tliilm^ iiml 
auch schon bei Abtd auf; niter rimf Krotn eUrr lint dim* ** 
Bediirfnis (lurch eoiweijneitfe Vmiviidniig tl» n Uutimiulitat* 
bereiehes befrkidigi Kin *urd dntvh fine tbohe 

von ganzen, ganzzahligrtt Kutrtmmii d» t Uittimmhui > 
bereichesgobildet und mit tJ/,, .V,„,..V w t b*/»<t**luiH , damn wild 
aus dem (iaUHK'whon (‘ougrui'ti/bigiill dir < 'nugimn/ no li 
einem ModulHywfcem abgnlHh't, indom z«i*i *!»'■» H« r» n*h« '« 

einandor nach diowtin SyMtnmo rnigjunit g«*iout»ii n, mini 

ihre Differeuz gloich (*iu«*r Httmmi- %(\M t g« sot/t mid.-n kauu, in 
der dio Cooflicionton ttbt>ufidl<i gun/*- t.i^/wn (uu (H , it’..,.* 
Bind. 

Dies© Einftthrung v««t {Al u i*t i-bn m oinbirh aK 

weittragend, wie sich bi*n*it« in nmnohm ni»ti« rm Arladti n g>v.mg» 
hat; mit ihrer Hlllfc gidingt «*», di«* ntgobraiwlnu Sat/o in Km in 
von Identitaton auszuHiimduut. Hn kaun man iH'wjiinliwoiH** dn* 
Behandlung schiefer HynUtmn dadundt **r»vt//rn, man md»>" 
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tit!) 

itimmtt* Variable t»# Hindi dutn jui* d^n Eliiin*m«*i 4 v u , f r** 
{pbildutuu Muditlsysfptm* butmcdttW. Wiu tutdt dt«* fbdntitdlutig 
.irihogonalur KynUrnu* guntaltut, linbiii »tf Inuvit* oln*ii 

inti tut 

Diti priiudjmdlp \Vu*htigkuit tin* Modulsysfuttip bt'iultl nub 
tb*m Umstandu, dans «V 3I ...*V M ) Alb'** riiigp*idd****«*h ltrgt t 

was in dutn Systems bin btditditgnt t* fltiriliini|il tb-uitdit* 

Hiatus vorh&uduti 1st; ph It4 dtp Invnrmtitu dipsur Nittur* 

lieh gkdit ph vtuwduudpuurtitfo I>nrslrliiiiig«’ , ii dprwdbpit, find p* 
tritt ills Pmbtinn nub dumb piiip itkigtiptist 
mhl SItun Mudulsystpui m b*^iiiiiiin44 t \vp|p|*r* 
gloichfult* ills Iuvariatitp dp* Syslrms iiltrr 54 #J4 dunum katut 
und in dipsnr Ukditnng m {M tl iiPijutvnjpnt i*t lhp*p 

Frngp ginbt Vurnulitssuiig mv t?!itpr#mditiiij{ vmiii Kniintlfpis mid 
tintlmltPU-Kpiti, vun d«*r Aptjuividpn/,, d«ar tund 1 U<* 
nnitijmsiiiiiii vun Mndulsyatputpu; find dmltttrh wild «li«^ Algubni 
nirht tmr am tditp litdltt* tttntpf Prublpuiu bprukdipri, .«intid«*rM pi* 
wml Hindi pin** fiidbrn Kinsitdit in bund In vorhatidpii** gidkdrrf , fit 
m skdi,tliHs in guwissim (Itdtlpfpit «lnr Algptirn din Vpnvpndtutg 
di»r Modtdn und MudtilayKtutiip tin Ktpllp dur iilgfdjruisr|i»ni Xtihlpt* 
ttkdtl ntir Kulitatsig Himdurii sugar tiotwpttdig tM, H»» liinn dtp 
Ftitgt% fib pirn* irmtnnlibb* giitiMiittigp Fiinrliuii Ft j | uufpr Ad* 
juncttmt tdiinr Wtttrnd uiiipr irmlttrtiliipti giifi»ililigri$ tiinidning 
m I) ruduetibnl wird, nnr in dvr F*»rin niitwdiiPilni wprdptt. uh 
Pis) skdt tnndiilf* 4H0 ills Pruibirl gitftifpf Fitttrtkiftrfs v«*ti j* mid 
tf mil rnlitiiiiilpii C Mtdltdtuifsut durst pIIpii 

Hip Art t\m dnrefi idn Mudnkistufii t M u JI, IS . #V*I durg# 11 
Inii •* CI«*int*tiii4iiiiiPii 11 giutii m uiupf Kinf»ulii«ig *b j r lf»4tilHnf* utr 
VunifiliiMstitig, Xiirnnt limn fi It Vmmblu II mml drukt ^ndi 
dim* ills Oiitirdiinilnii *b^ llnnii|p% sm kniiu da» t truwmmm^ m 
Flikihun, Liiiinti tiitd Piinktiui* mliu uiirti tmr in t#mn tt und 
Piitiktnii, titlnr piidlkdi tmr in ft bn%|i4» n, r# *Uu 

vurnehitslutm Al>«tiifiiiig»ui ftti dinAidbu* innl in gfurlni’ \\ 
stiifnti uttdt din Mmltilsysfunif* nil, Mini liinf^l tmubr i m ub^r 
nmehimdur Widsi* idnmi liulif*rpfi Cb^bdif^jiuiilit, \*m Irtn-ui 
di«^ Frngu «lnr l)iir«tr(!iing gmm*r Zufd«'H ntti Xmmt'tt 
Zntikii inifc dur Frngt* dur iw»Iirl*4i tkii^irlliing tn 
Oidiildi* in dnr uiimift* Ibiir^fm Ibnuidiiiiig **%'** lirmt 

Clnniiii win din Zuhl 2 nib s Uvummmmv drr X.dib n ir s t hf 
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d. h. das Modulsystem (4, 6) enthalt, so sagt man, eine Function 
enthalt ein Modulsystem (M l9 wenn es moglich ist, sie 

in der Form SCjAffc darzustellen. Ein Modulsystem 
enthalt ein anderes, wenn jedes N dieses andere enthalt; zwei 
Modulsysteme sind einander aequivalent, wenn sie sich gegen- 
seitig enthalten. Eine fernere wichtige Eigenschaf't der Modul¬ 
systeme ist ihre Zusammensetzbarkeit im Sinne der Aequivalenz. 
Diese findet bei (IVi,.. JV,) durch die Bildung eines 

neuen Modulsystems mit den /jlv Elementen Mk N’t statt. Hieran 
kntipft sich unmittelbar die Frage nach der Moglichkeit der 
Decomposition, und dabei zeigt es sich, dass, wie es offenbar 
Modulsysteme giebt, die solchen, durch Composition entstandenen 
aequivalent sind, auch andere vorhanden sind, welche diese Eigen- 
schaft nicht besitzen und daher als “ nicht zerlegbar im Sinne der 
Aequivalenz” bezeichnet werden miissen. Aber unter den nicht 
zerlegbaren giebt es doch noch solche, die andere Modulsysteme 
enthalten, wie z. B. (x*+p,p 2 ) unzerlegbar ist, und doch (x, p) 
enthalt, so dass das Enthalten etwa in der Weise statt findet, 
wie ein Gattungsbereich hoherer Ordnung einen von niederer 
Ordnung enthalt, nicht so, wie eine gewohnliche Zahl einen ihrer 
Divisoren enthalt. Erst solche nicht zerlegbaren Modulsysteme, die 
keine anderen enthalten, verdienen den Namen von “ Primmodul- 
systemen,” da sie in gewissem Sinne die Rolle der Primzahlen 
ubernehmen. Deshalb reicht die oben gelieferte Zerlegung eines 
Gleichungspolynoms nach einem Modul auch nicht aus; es muss 
die Zerlegung nach einem Primmodulsysteme geschehen, wie sie 
Kronecker denn auch wirklich durchgefuhrt hat. Hierdurch 
erst ist die Einfuhrung der conjugirten Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung iiberflussig gemacht. 

Im Anschlusse an diese letzte Bemerkung wollen wir, ohne 
weiter in die Theorie und die Bedeutung der Modulsysteme 
einzudringen, auf eine, oben noch nicht vollig erledigte Frage 
zuruckgehen, und die Isolirung der conjugirten Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung sowie die Bedeutung der irrationalen 
Zahlen vom Kronecker’schen Standpunkte aus besprechen. 

Beschranken wir uns auf reelle irrationale Wurzeln, so lasst sich 
bei einer vorgelegten irreductiblen Gleichung f(x) = 0, deren von 
Null verschiedene Discriminante den absoluten Betrag D haben 
moge, eine Grosse s derart bestimmen, dass in jedem Intervalle von 
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dvt ClriiHHu ^ die Xottdttit vuii fLv\ ttie i»i|»*r uttr riti Mut woohnoln, 

H 

jo imehdom me mu Attfiiftgft- mid mu Ktid|mtikto do* litfmiilli^ 
gleteb odor vetwlttedett mud. Ii**i rttteiit Iiitrrviillr d**r let/t**n 
Art kilim Comer, wmiti r nine Ifolttdftge jwmitive gfitism Zulil bedetiiei. 

Hit lViliiiti*rvnl von dor liro*m* m hoHtimmt warden, dtim* die 

#\f/l 

Fiiiinl.i«»ii/c»#iniii An flings initi Kudptinkt uwhiedetie* Vor/eddmii 

hut innl dmvhweg in dotti Tidliutervitlln Ummt idimtiutoii Wort** 

nnrti klriiior nk ^ lilrilil, Km?»ig iin*i ullriii in lirr i**n 


Inf m idiot* dor nngogehotion Bowhatlntthnit liortifti die xngotmftfito 
KxtHivm viiti nation irriitiniinloii Wttwotft iilgi4iiiitm*Si^r tiloieh* 
uttgnn, I)iw tlromer ** mill M Kleiner" dor Wttnmltt itttd ^inlkrli 

dtiftdt die Attfeiuimdorinlge dor tioillgtiolioii bHliningmiitortnlle 

dofifttrL 

Clemdo dio Ifoittitotttg Hotelier Intervalle ml 4m t’lmmkter* 
inlinche; dio*eltiett koititoti tdfgomem mux Kr*nU dor 1 1nil- 

gulden Iteftitlxt werdeti, ntitl die ltimdiiii!iigMti|ionifi»»iioii mil dm«it 

hutneii meli dttieli nolohe mil jeitett er*et8eii. Wir eine lintio v**n 

riiliniiiilni ilriinliHi 


#111 fit) 4 >ti i #l«i 

fiif*'* f’lki**** fan 


etitweder »tr Onmasu eine# Intnrvnlle# oder, ln 4 iinlumlifiitiil 
gi4ii^f*tior Wiilil dor intorwdle, doefi #tet* in diw Innote 
Intervidle# itthrt; wit* limbm der hiioii nml 4 h midriff Ait mt U 
iliiliri nliMiIiil von riftttltder whoiden; wir tat d»Mt ILilnii dm 

/wetten Ait notion dm i *oin ergeiidmdmgttng inirli to* It mu** 
!>Urrgen/J#dingttng trill, dumb uelelie ti«4g»^t*d!l tvtrd, d.m* dm 
< , «itiVt*rgoii/tt$lti'inlJo 'tohitnmdtoh eine jede liehehtg gegrtam* iut u* 

unit* Utilise i4ii»^*dittr^oii 4m Allo^ Jml Kronookor in H^mrin 
itfivolloiitlof gi*kwoii»^n Anbtif/r: ** Znr Tltonito tl**t no n 

imiiifitoion Jliililrii mid dor M*«tuby^fomo M omg^firnd dmgrbgt 

Anf idiion mitdifigfii f # niikl d*^ Kr^nookf^^rhoit hi*** n 

kr»d^oM niHM trnrtt fnng*ni'ioH»ii inrilrii, Uohf it mn 1^*11 oinrin 
initltrlirfioti liiiliniiiititiildM^rrifdio m I luff tj, |i 

dor Hjitnirn «lor g#«i 4 i*n mtiim.iliii Fmirfi»»in*n v^n Vinintiidn H , 
in dt«* Uln*r, li*d drtioit ^ivn«dirn iirn || f |f 4 , , 
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Beziehungen bestehen, dann gilt ftir diese der Satz nicht mehr, 
dass der grosste gemeinsame Teiler zweier Grossen als lineare 
Function derselben dargestellt werden kann und zwar mit Co- 
efficienten, welche ebenfalls dem festgesetzten Grossengebiete 
entnommen sind. Infolge dessen sind die ganzen Grossen der 
Gattungsbereiche nicht ohne Weiteres nur auf eine einzige Art in 
irreductible Factoren zu zerlegen. Es fragt sich, wie man die hier- 
durch entstehende Schwierigkeit iiberwinden kann. Kronecker 
vollbringt dies dadurch, dass er unter Erhaltung der algebraischen 
Rechnungsgesetze und vor Allem unter Erhaltung des Divisoren- 
begriffes den Grossenbereich erweitert und nur die Aequivalenz an 
die Stelle der Gleichheit treten lasst. Durch diese Erweiterung, 
die Association neuer Grossengebilde, wird das Grossengebiet 
gentigend ausgedehnt, um ohne irgend welche Abstraction den 
Gesetzen der Teilbarkeit wieder Raum zu voller Wirksamkeit zu 
schaffen. Diese Erweiterung geschieht dadurch, dass man zu den 
algebraischen Grossen einer bestimmten Art lineare Functionen 
derselben mit unbestimmten Coefficienten hinzunimmt. Gerade 
die systematische Benutzung der Unbestimmten spielt hier wie in 
anderen Theorien, z. B. in der Galois’schen, eine hervorragende 
Rolle. Ihre Benutzung neben derjenigen der Modulsysteme fiihrt 
dem grossen Ziele entgegen, welches Kronecker anstrebte: die 
Arithmetik ganzer, ganzzahliger Functionen unbestimmter Yari- 
abler an die Stelle der Algebra treten zu lassen; und, da die 
Functionen unbestimmter Variabler nur eine Zusammenfassung 
der Resultate geben, welche sich fur ganzzahlige Werte der 
Unbestimmten herausstellen, schliesslich die gesamte Algebra als 
Ausdruck der Eigenschaften von Systemen ganzer Zahlen zu 
deuten. 


Giessen, d . 14 Jvli 1893. 
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I>IK Atwiniiiiiitl^rliiilf 1111*4 I»pt4mt ffpgrtftp win I iii fi§t4 fillnt 

niif Hiiigiiliir^ Htrllmj bp/tlgUplmi Arhpitm, itiml* in 4m iipupatm, 
vMtig nUwohl i**h ttmhritmi* tliirmif ftittgp- 

wii^rti lull*' tint I iitiwiilit hip iiurJi ilttrelt it ip # friiii^|tiriiiiili«*iiH- 
tiirurippii rviitnii gmimpht win!, Hit iIip nv\mr(v t f nf.pm*Iipiiliiiig 

tm4 KVatlpginig jrim ilrgriilV fitter rttrsi«t w«4Uragt*ft4 wi»* 

piiifiP’li inf, iihIpiii hip 4m S#ii./.p Hint F«riiipt*i fur KiiigulnriiiilPii 
gpnii$i*tri»-*li mimfmmm mnl mmiimnmmihrn*'n Mirt, mi mtiiutw? 
irti iiiir, liipr imi/mgphru, 

Urr Itrgiitf "iiiifpiiiiiipliHftilgiHpIrr” ('Uam*wn*tiv««r") i*tutkt«* 
mtm Pmikuwi'ig* prl«4gl iiiih tlt»r Uiir»ti»li«iiig an 4vf 

HIpIIp x ;i » if m (I, niipti gnir/xit jKmiliVPfi ihiiph mntm 

Fimklp piiiilpistig l>«mlifiiinpiit|pii KiimiiiPtPi^ | j 

x i* t 11 ,! 4 ** | »»m 5 ' ht* I hj*** I ,*, t (b \ 0 , m > At, 

iintHii rpiiMTiil, Kiniilf* tint tiitfriit!iii4»if«t||i*inlri$ WVrttim v*»n 
I: O, tli t ttii », , ntNjiiprtipfii! Kr kniiifp niirti 

w4ii*ii i%m 4**r tiittxi Kftrig in 4m ITitgptmtig %4nfm4mt 
KnnktiM Tniir4«*riiiiifif»iiHrpilii% wp|*4m p!ih$ j«*iip 

Killivirkltiiigp'ii Itrim* wntlrn, - Xwn nut* itmuil»H- 

fiilgrinlp hmkt** hIn v«ii rtfiiititlm mvr/i mtm m 

Iwlmmhum, 

I k r tirgritlf ,f ^iiwiiiiiiiiiilrttlriplpr 11 ( H **) I’liftkit* 

tip/Mit Hirfl niif m Mtliinfant Pnitkfp* 4i»* III 81*41*% pIivii 

x •' if > i) t fiiiliii; mnl kmiitrn thm Fmikf** ftmtirriw g*?» 
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trennter Zweige, oder auch “ aufeinanderfolgende ” Punkte eines 
Zweiges sein. Urn das Letztere festzulegen muss man unter- 
scheiden konnen, ob ein Punkt in der Stelle x-y =0, oder dieser 
Stelle nnr benachbart, liegt: das Kriterium fur Ersteres ist, dass 

^ unbestimmt wird, fur Letzteres, dass - einen bestimmten Werth 
x x 

erhalt, wobei immer lim# = 0, lim y = 0. Da fur den obigen 
Punktzweig, bei lim t = 0, wird: 


x = 0j y=0, 


= 0 ,..., 


d*~ l y 

dt*~'~ 3 dt*- 1 


so fallen die A verschiedenen consecutiven Punkte des Zweiges, 
welche £ = 0 und den A —1 darauffolgenden Werthen dt , 2 dt } ... 
(A — 1 ) dt entsprechen, alle in dieselbe Stelle x = y — 0, wahrend 


der (A + l) fce consecutive Punkt. fur welchen lim - = ^ aus den 
v ; x ax 


A ten Differentialquotienten von x und y sich zu O bestimmt, aus- 
serhalb der Stelle x = y = 0, aber dieser in der Eichtung y = 0 
benachbart, liegt. Der Zweig von der “ Ordnung” A hat also eine 
A-punktige Stelle x = y —0. Hat eine Curve / an einer Stelle 
co = y=0 mehrere Zweige von den Ordnungen A, A,... , so liegen 
A = A + A+... Punkte von f in dieser Stelle, welche dann eine 
A-punktige von f heisse. 

Haben zwei Curven / und <£ eine Stelle x = y = 0, welche 
A-punktig fur /, i-punktig fur <j> ist, mit der Multiplicitat M in 
der Umgebung dieser Stelle, so miissen wir sagen: in x = y = 0 
liegen hi der Schnittpunkte, die ubrigen M — hi liegen derselben 
in bestimmten Eichtungen benachbart. Denn die Eesultante in 


welche durch Elimination von z aus den beiden homogenen 


Formen w ten und n ten Grades, f (x y y, z) und <f) (oc, y , z\ entsteht, 
hat nur den Grad mn — hi ; so dass man nur fiir mn — hi der ran 
Schnittpunkte, darunter fur M - hi bei der Stelle x = y = 0, 


bestimmte Werthe von - erhalt. 

x 


Diese wenigen Definition en genligen schon, um die Multiplici- 
taten zweier gegebenen Curven auf die verschiedenen Stellen, 
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seien es endlich getrennte, seien es benachbarte zu vertheilen 
(s. meine Arbeiten in Math. Ann. 9 u. 23) und dasjenige Verhalten 
der singul. Punkte bei rationalen Transformationen zum Ausdruck 
zu bringen, welches durch die Adjunctionsbedingungen—dem “ aus- 
serwesentlichen ” Factor der Discriminate (Kronecker, Crelle J. 
91) entsprechend—characterisirt wird. Fiir die Beziehungen des 
“ wesentlichen ” Factors, insbesondere fur die Plucker’schen 
Gleichungen, ist aber mit Pliicker auch die dualistische Auf- 
fassung heranzuziehen, und beide sind noch zu verschmelzen. 

Zu jedem Punkt einer Curve f gehort ein consecutiver, also, 
als Verbindungslinie beider, eine Linie von /; zu diesem folgenden 
Punkt gehort wieder eine , der vorigen consecutive, Linie von /; 
etc.; daher gehen durch jeden Punkt von / mindestens, spezielle 
Stellen abgerechnet auch nur , zwei consecutive Linien, von denen 
eine zu jenem Punkt gehort. Dualistisch gehort zu jeder Linie 
von f ein Punkt von f: der Schnitt der Linie mit ihrer consecu- 
tiven; zu consecutiven Linien gehoren consec. Punkte von /, 
uud auf jeder Linie liegen mindestens, im Allgemeinen auch nur, 
zwei consec. Punkte von /, von denen einer zu jener Linie 
gehort. Ein Linienzweig von der “ Klasse ” A' hat eine A'-linige 
erste Gerade. 

Zusammenfassend nenne ich das sich selbst duale Paar : Punkt 
mit zugehoriger Linie ein “ Gurvenelement ” von f Eine A-punktige 
Stelle von f ist eine solche, in welcher h verschiedene (getrennte 
oder consecutive) Curvenelemente von f ihren Punkt haben, eine 
A'-linige Gerade von / eine solche, in welcher h! verschiedene 
Curvenelemente von / ihre Linie haben. 

Ein Zweig Z von f habe die Ordnung A, die Klasse A^ und r: 
zwar die Stelle 8 A-punktig, die Gerade s A'-linig. Nun trifft ^ 
jede Gerade durch S den Zweig in A aufeinanderfolgenden^n^ S ~ 
liegenden Punkten, und diese Geraden erzeugen, als “une|genl- 
liche Tangenten” von /, nur den Ort S , und zwar (A-^l)-fach. ' 
Wird der Zweig von einer Geraden s in weiteren a — A, den 
friiheren A consecutiven, also 8 benachbarten Punkten getroffea, _ 
.so erhalt man a — A zugehorige Curvenelemente, welche, wie die ~ 
paarweise successive Verbindung von $ und der a —A Punlfj£ =- 
jzeigt, ihre Linie sammtlich in s haben, so dass die Gerade iEeine 31 
{a — A)-linige von / wird. Daher A' = a — A, d. h. ~f; ^ 

“ Die Gerade s des Zweigs trifft denselben in A + A' consec. 33 
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Punkten, von denen A in die Stelle 8, A 7 ausserhalb S } aber 
benachbart, liegen; durch die .Stelle S gehen A + A' consec. 
Linien des Zweigs, von denen A 7 in die Gerade s , A ausserhalb s , 
aber benachbart, fallen.” 

Dieser bekannte Satz druckt die Thatsache aus, dass, wenn die 
Entwicklungen von % und y nach t mit den Gliedern t A , t a (a > A) 
beginnen, die der Liniencoordinaten 


dy dy 

u= -d*’ w=x T*-y 


mit t a ~ A , t a anfangen. Derselbe gentigt zur Aufstellung der 
Pliicker’schen Gleichungen (s. meine o. citirten Arbeiten, oder 
St. Smith, Proc. of the London Math . Soc . vx.). Auch die ganze 
Gruppe von Satzen, welche nur die direct ersichtlichen Vielfach- 
heiten der einzelnen Stellen und Geraden von f nicht aber die 
weiteren Singularitatenzahlen enthalten—Formeln, auf welche 
Smith und Halphen znerst hingewiesen haben (s. etwa Zeuthen, 
Acta Math. I.)—ergeben sich in dem zusammenfassenden Aus- 
drucke: 

“Fur jeden iiber die unmittelbar in S liegende Vielfachheit 
AA zweier Zweige Z, Z hinausgehenden consecutiven Schnittpunkt 
tritt auch eine, liber die A 7 A 7 in s liegende Vielfachheit hinaiis- 
gehende, consecutive gemeinsame Linie der beiden Zweige ein.” 

Hier sind A, A 7 Ordnung und Klasse von Z, A, A 7 dasselbe von 
Z; M sei die Punkt-, M 7 die Linienmultiplicitat der beiden Zweige 
bei 8, bezw. s . Nun haben diese Zweige so viele Curvenelemente 


- gemeinsam, als die durch Vi — ^ (qnadratisch) transformirten Zweige 
c PunUe (x, 2 /i) gemeinsam haben, also M — AA; denn man hat 
v hierS. die Zahl der gemeinsamen Werthsysteme x y y y Dieses 

- aber, geschrieben in x, y, u y w, ist ein sich selbst dualer Ausdruck, 

- d. h.auch = M' — A 7 A 7 . 


~ rz Auch fur einen und denselben Zweig kann man eine ahnliche 
- Stage; stellen: Wie viele der aufeinanderfolgenden Curvenele- 
Z mente des Zweigs Z coincidiren unter sich ? Die Antwort ist: 

3 ‘2Jnter den A Elementen des Zweigs Z mit ihren Punkten in 
S> und. unter den A 7 Elementen desselben mit ihren Linien in $ 
gibt Ws Jh consecutive Elemente, welche zugleich ihre Punkte in S 
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und dm* Linton in a Imbnn, wo b t glrit*h dor Uritimi dor hridott 
Znhlon A, A\ bostw. A ■*A', tat/' 

Donn dor dttndi dir Transformation i/ t -**^uu*j? orhaltono Zwrig 

hat uttir /i r jniiiktigi* Xtollo dor t*«*mdon a tmtsjnvohondr--- 
Man kftftii didirr dioHcu Ku t% mu*h w* atiHsjtrtvhon; 

** Dor A-jmtiktigoit Xlollo *S* bouaohtmrt, abor mtsHorltuib iS # „ hat 
dor Zwiug Z ottio Arjuinktign Xtollo ; tttid dor A'dinigrti Uoriuion 
a bonaohhart, abor aussorhalb a, hat dionor 5#woig otno /i t »)tmgn 
(lomdo #|* wit /#j wio nbnii hostimuit ist.** 

Kbonso fallen van don woitor fcdgoudott (''urvottoti'uiouton don 
Kwoigx wtodor 4j untor writ y.itsnmtmm, abor ttiidif mil jouon li lt 
woim viiiv iiiniti»gr <|tmdmtiHoho Transformation *Z % in oinon JCwoig 
Z t tnit li 1 «{iiiiiktigi*r Ktollo ilborfiihrt. Z hat tlmm divi otmsortitivo 
Stollon tf t K l# S u wotoho nioht oiiinoidirou tint! bo/w, A-» /<,», h r 
jmnktig wild, und dtvi mwrintltvo (iorndon n* a u *»,. wotoho mrtit 
ntinndirwi nnd bo/w, AH /i r , /i,»Uuig mud ; vtv, I Hr linturf muon, 
woloho dttrrli tli«^r Kingiiliirilitt drn fttttkH b«-/.w. Ltuion*wotgH in 
dor IK'MdthHfhtsyaiht pdvr Uttrvo IiiTvotgobmolit wordoii, wind bo?,w. 

w ' | A (A — 1 H £« yiitjh ™ 11# 

»ii dnm dio SmithWho Eolation fidgt 

it-tt' < J A(A l) \X(X Ik 

KntAMUftlf, S4 Jam l«li:i 
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NOMOGRAPHIE. SUR LES EQUATIONS REPRE¬ 
SEN TABLES PAR TROIS SYSTEMES 
RECTILIGNES DE POINTS 

ISOPL^THES. 

PAR 

MAURICE D’OCAGNE a PARIS. 


L 


1 . Le priacipe general de la Nomographie, donnd dans le 
livre* ou j’ai d£velopp4 cette thdorie, peut s’^noncer ainsi: 

Si le resultat de Mimination de x et y entre les trois 
Equations 



Fite, y, “i) = 0 . 

. (U 


F i (x,y,a^)=0 . 

.(I*), 


y, «s> — O. 

.(I»), 

eet 

-f («i» Os, Os) = 0. 

.(E), 


il suffit, pour avoir Xahaque (representation graphique cot4e) 
de requatiou (E), de construire les trois systbmes de courbes 
definis par les Equations (Ij), (I s ), (I 3 ), oil on fait respectivement 
verier les parametres a,, a,, a t , en ay ant soin d’inscrire la valeur 
de chacnn de ces parametres k c6t4 de la conrbe correspondant k 
cette valeur. 

Ces courbes sent dites isopleth.es respectivement pour les para- 
zn&tres a lf ar a , a,. 

Des lore, nn syst&me de valeurs de ces trois parametres 
satis fait a I equation (E) lorsque les isoplbthes correspondantes 


* XonuynphU. La eakuh much effectuSs 

Cbuatbiar-' Villan ; 1861 . 


au moyen des abaquea. 


Paris; 


! 


I 


I 
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conemmmt en im mimm point. Do 14, lo muynu d obtonir la 
valour do Tun dm truin pummntroM luVi par lYnpmtbm (K), lurmptn 
rollon den doux auiron mmt dtmnooH, 

2. Pour untt rtpmtinu (K) dcminV, on dinpono arbitruiromoul 
do doux don ^tuition* (I fc ), (1 S K (Id- 1^ but do In Nomogruphio 
mt dopt'ror, claim olnitjtio vm t cu ehoix on vuo do lit plun grnndo 
muiplicito piiwibb, 

I,4>»jtio lYnjuatimi (K) pout <Uro mino noun la fortno 

/i(«i) fi(«d 

!/.(«,) <M«J .<K'>, 

,/Aa,) <f>A«>) | 

tut voit <pt on pout prondro jwmr *'<|uati<»uH (I*K (I s .i, «*t (I 4 ) Urn 
Muivauto#: 

ir/, (« t ) 4* U& (a») 4 f i <«»> d, 

trf, («,) 4 #i (v, H fA*d " 0* 

.r/lCad 4 ,#.,(«,) 4 fi (ad ^ 0. 

«{iti doimont ctiniim* iaopliHhon train Hyntomu# do droiton, 

J*ni fait voir daun won Uvro {ilinpitro tv.) ijtnl Yfitil datw m* 
vm pratitjumnmtt ptun avattingoux, an lion d« ot $ 

rriiiiiuo don wordtniiiooi ponctuolUm do lo^ outoddoror outturn* dm 
iHMmhmtmm tangouticdion, d« fa«;un k mtbxtituor nut tIr«itoi 
imiplothon obtotiuon dnun lo proftftof tsatt dm jmimis imptitfttw, 

Orftoo k oot iirtifioo rnliiiijiir do 1 oijiuitioii fICf out ifiino 
oountructiuu pliw Htinplo, d*niio loot tiro hint* pliw tiirslo, ot an 
prAto A into intorpolutiou k vuo pltw prdoiNo, ooHo^ih m* fmmmt mtlrv 
Ion {itiinis itiiinjiiow ttttr tttto oourbo, nn lion tit % no liitro ontr« low 
tiuigoiitoH 4 inn* liiitfiif ot turbo ourrAhttivo do la protuioro. 

Lon jMiittltt c»irn 4 ii{Miiidiiiit h don valour* do a$ k m 9f #» duut l« 
nyatonii 1 natinfait i\ rdtjuatiuo (K # )» *ont mt Iitjtm ilriiili?. Do 
14 roniitto to naalo dVmplui cf« rabiM|tto. 

•FVii fait v«dr, on tmiro, ipio In ayntoino do i*ntirtti#iiiioo« tun- 
goiitiolloH fjiti no protnit It* inioiix i\ m? gonro trapplioatitm otiiit 
oolni iitisjnol jai i inn no |o iiiiin do puriillrlrs ** 

* CJp pyistiiifiif ilti «twir4t>ua«V*i 4«»ul 144*^ a 4^* pm Vhmlm 

|f*nrrr#|«ifi#l4ifir«? ft «l# i|. #1* |». a 4**i*#M Iioa 

#1 imm Immtix |« mtmui l*»n ; 

I m 

I # 


*1 
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Designant ces coordonnies par les lettres u et v, on voit 
que l’abaque de l’equation ecrite plus haut se composera des trois 
systemes de points definis par les equations: 

u/j («0 + v<p! «) + 0i (<>0 = 0 3 

ufz (a,) + u0 2 ( 02 ) + 0 2 (otj) = 0, 

w/s (a 3 ) + V(f> 3 (a 3 ) + 0 3 (a 3 ) = 0. 

Ces points ont respectivement pour coordonnees *: 

d>i ( a i) +/i ( a 0 1 0i ( a i) +/i ( a 0 

_ _ &(<>-A («-->) ,. = -0gK> 

02 (“ 2 ) +/a (* 2 ) ’ 02 ( a 2 ) (“ 2 ) 

_ = 0»(^)-/»(«O „ = -•frOO 

03 («s) +/ S («s) ’ ^ 03 («s) +/ 3 (Os) ' 

3. I/emploi des coordonnees tangentielles a le double avan- 
tage de rattacher la methode des points isoplkthes au principe 
fondamental rappeM plus haut et de comporter des g4n6ralisations 
sur lesquelles je n’ai pas a m^tendre ici, mais il est bien Evident, 
ainsi d’ailleurs que je l’ai fait remarquer dans TAvant-propos 
de mon livrei*, que ni6thode des points isoplethes peut £tre 
interpretee directement au moyen des coordonnees cart6siennes. 
II suffit d’observer que liquation (E 7 ) exprime Talignement sur 
une meme droite des trois points definis respectivement par 
les coordonnees 

x - /i(<0 y- 0i (O 

fMY y ~fMY 

_ 02 («2) 

,.- /»(*) 03 (O 

0s(«3)’ V ^3 (a 3 )' 

F. Franklin: Bipunctual Coordinates (Amer. Journ. of Mathem. 1, p. 148). 

K. Schwering: Theorie und Anwendung der Linien-Coordinaten ; Leipzig; 
Teubner; 1884. 

M. d’Ocagne: Coordonnees 'paralleles et axiales; Paris; Gauthier-Yillars; 
1885. 

La majeure partie de cette derni&re brochure a paru en 1884 dans les Nouvelles 
Annales de MathSmatiques (3 e S6rie, t. 3, pp. 410, 456, 516). 

* Ncmograjphie, p. 53. 

+ Nomographie, p. 5. 
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Comparunt ces formulas z\ cellon tjui torminoni h No, 2 * on voit 
quo \m almepioH ubtomm dans Fun ot Fautru can sont mmplemtmfc 
transformon hontogmphbjnos Tim do Tanira, c/ost-ii-diru absolumtmt 
AjiilvidiaifH an {want do vuo mathomaiiquu 

(>hmjuo systomo do points isoplothoH osfc distunhuo sur urn 
oourbo <pi on pout appoler lo support do at* systama. 

Ijomjuo at* support ant una droito It* syntonic ost dit rect&ligm, 
at lorstpiu las points isoplothoH sont rogulioramont ospact's sur 
cotto droito, oVsidi-diro lompto pour dos neoroiHsomtmUi ogatix 
«!n pummutrn b*s points cnrrospt aidants par tagout la droito 
formant support on sngmontH <'*guux, 1 «* systomo ost dit rAptlim\ 

Kn raison do In simplicity tpm prtWutnut las ahacptcs con¬ 
st! tuns an itmyon da tain oioinonts, it ost iiitorosKimt do roahorahor 
t|inllas sunt las aquations roprtWntnhlos par trots systinnas 
roctilignos do points isoplHhcs, at* plus jMirticulioromcmt, par 
trois systomos rogultors, 

Tol out lo but dti prosotifi travail 

II, 

4, Four tjtFun point, dont la position sur tin plan depend 

d # tnt pammotro X,» docrivo into droito il suflit quo \m eoortUmnyes 


* |tr|»nii tfitit |*nl fail emumUrti In mfahtnlii tlim iicffiltMtiwi, it $m n « f lli 

fmt tin ituffttirwtiMw nii|»tleftlif»tt** l#» ftlttjmrl «t« mm n|*|»!tflftU<m*» I’xfamtfem m ftw 
Up farm’tw jitiilititiP'i, iitml nmUkm IttMilrii; tollo* wnii wllw* tpitt pal ru, |K*ur hm 
l*rt. »¥*f Ip rwiiPiiiirrt ita M. K, I*r^vot* il fittsrp mni pmr mow w»rvimi iwriwiatil 

(Niiptlruiout Up la Fiatirr) ml I jmttr tVrnimi Horvim*. mlrrn ont 

i |p fit |iiir In** llttltSIW MU Vital*; 

M, |h |f It in j df h$ il 1 ## tmm mif nn pmjU dmmM (Annate* tim 

JWf> ft ttrl«ltn« tstri, |i» f#t«|, Sate mr unf nmtvdte ®Unm d'tihmpm 

l^rSM*- f Si ti f 'H Aht mUv, 

4 , i*t I Inf : SMhittfi tit* il JS lit I * 

4, Mmolt: ntf |m *tt$tUr*tfmte hidtfnw Ihdhfu uml pfmttitf Kwrtf* 

|iiwpjitn uhrr itfinnuUhnte tte* Artiltette ii#nl ttenif»Wf*tn* s 
I slfll; &*♦, *J|, 

Itr|iiiw ta tlr rrllr K»tr il n rlt* fail iiiijititmlitnw imiKtrfcunim 

flp la ittrlliMtlr tl*‘» ii-iSlil'i 4 »ti|t|t^fhi'?* jUfUsntititPtil |»stt' MM* Ip liiallPtilltt 

»IWii| 4 In Iifii|pui4i*| tmlny (In An Ur^vnl (Vmtte «te* mmim 

fitef*) r| r»i» tit ill» iiiititp i Ti *||*»««-wir rnr 4 »/!«•, l * 1 iiuii, Aatr\ Will; Kqm* 

\wn ite Krptei ||«|» Ir Iftilf tte hi ,W, Math, ite fmnff, t«H4i rufnil tte* tfmmm 

mfni*t *Ia»w 1»4 Annate* An Ihmf* ft : i m Split* iMfll, 
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de ce point soient des fonctions rationnelles et lin6aires de ce 
parametre, cest-a-dire qu’on ait 

m i x i+ n i = M i + gi 

An point de vue geom6trique, il n’y a rien h, aj outer a cela. 
II n’en est pas de me me au point de vue de la nomographie. 

En effet, il y a lieu dans ce cas de consid6rer non seulement le 
support du systeme de points en question, mais encore la fa^jon 
dont ces points sont distribu6s sur ce support, chacun d’eux etant 
individualise par la valeur correspondante du parametre variable, 
qui constitue sa cote. 

On est ainsi amen6 a consid6rer comme fonction d’un autre 
parametre d6finissant les points isoplethes et par suite, & 
poser 

^1/1 («0 + % ,, = Jpyfi («i ) + <h 

n/i («i) + Si ’ y r x f\ (aO + Sj ■ 

Lorsqu’on change la fonction f l9 la droite servant de support 
au systfeme de points isoplethes reste la meme, mais le mode de 
graduation de cette droite varie. 

On voit done que les Equations repr6sentables par trois 
systkmes rectilignes de points isoplethes sont celles qui peuvent 
&tre mises sous la forme 


'n'hfi («i) + % Pifi Oi) + 2i 
m 2 / 2 (a 2 ) + n 2 p 2 f 2 (a„) + q 2 
%/ 3 (Os) + w* jpj/s (a*) + g 3 


rifi («i) + *i 
^./a (tt*) + s 2 

nfz (a*) + S 3 



6. Parmi ces Equations les plus int6ressantes sont celles pour 
lesquelles les trois systkmes de points isoplethes sont r6guliers, 
parce qu’alors l’abaque pr6sente le maximum de simplicity 
realisable. 

Il suffit, en effet, pour qu'il soit complement defini, de 
determiner deux points isoplethes dans chaque systeme, soit six 
points en tout. 

Les Equations repondant a la question sont evidemment celles 
qui peuvent se mettre sous la forme 

mioti + ^ p x a x + ji 1 

m 2 a 2 + ?2 2 i>2«a + 22 1 = 0> 

m 3 a 3 + p&* + q* 1 
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on, on dovoloppanfc, 

(rnjh -}h»h) a t «„ + (m,}h - p t m,) a a a a + (m 9 p x - Jh »b) « ;l a t 

(1) + On (*/* - g 3 ) - pi («* - ;i 3 )] a x *f [m 3 (r/ :i - t/ t ) - jk Oh - >01 a a 
+ On Y/i - ft)-Mi <Wi - th)] a, 4- w*ft - qph + w a ft - t/,% 

+ «t<7i - <h»i » 0. 

(Vito Equation t*«fc do la formo 

(2) 1&4&3 4“ + /igOtiOS 3 + /i x tt x + /i a Ct>4 Hh 4* 6?is 0. 

II Htunblo au promior abort}, puinquo eotto oquatbn {KMtbdo 7 
ot quo km coofficicntB do liquation (I) ronformont 12 
pamtibiroH, qubn puinno toujouro dinponor do ooux-oi do fayon 
il Idontiflor (1) avoe (2), on, on dYiutron ionium, quo ton to liquation 
do la formo (2) noifc ropntauntablo par train HystiunoH riguliern 
do points inoplothtm. Main il n'mx mi piw ainai; I'analyso rigou- 
romm do la quoation va nous fairo voir au eontruiro quo cotto 
idontification nVmt possible quo mmn cortai uoh conditions, O’est 
14 lo point quo j*ai principaUummt voulu mottro on vuo dans 
la prtWutn No to. 

6. Hi tmu equation mt rtqirmnifcablo par troin Hyattamw 
rt%nliom do points wopltHhoH, cm pout toujour* faint cmtnddor 
l'axe dtm i/ aviso lo support d'un do ct?« Hystomon on play&nl 
t'origine au point onto 0. On pout, par suite, toujour* prondro 

pour ii t , p t «t q u bs valours 

till * 0, II t «» 6, p x vs, l, q x ;si 0. 

ifa* vtiktttm iHant poriooH dinw Initiation (1), ridtmtifi cation do 
coHo-ci iivoe (2) donno 

(8) /it ^ m^h~p t nh> 

(4) A* m u 

(ft) A a **" ian, 

(6) /I* ^ iij — {<i)* 

(7) M % - j tupp pPh\ 

(H) H x sm — C| 8 f%» 

11 ) | (j tv fl pi % — qph 4 

To! uni lo iyslluiitt tlV^juationH, aitquol, dutw terns Ion oas, ho 

minctnii la Kolution tin pnibliuno. 
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7. Remarquons tout d’abord que des equations (3), (4) et (5), 
on tire 

(10) Aj 4* A 2 p 2 4* A z p z = 0, 

Equation incompatible avec Thypothese ou deux des coefficients 
A 1} A 2 et A z seraient nuls a l’exclusion du troisieme*. On 
ne peut done envisager que Tune des trois hypotheses suivantes: 
1°. Les trois coefficients A 1} A 2 , A z sont diff&rents de z6ro; 

2°. Un seul d’entre eux est nul; 

3°. Ils sont nuls tous les trois. 

Nous allons les examiner successivement. 


8. l er Cas. A + 0, A + 0, J. 3 + 0 . 

Les equations (5) et (4) donnent 

m 2 = — A Z} m z = A 2 , 
et le systeme ( a ) se r4duit k 

(S') A l = -A a p u -A z p ih > 

( 6 ) JBi = ti z fi 2) 

O') B 2 = -A z q z — p 2 n Z} l .(a')- 

(80 B z = n 2 p z -A 2 q 2j 
(90 O = n 2 q z — q 2 n z , 

Entre les cinq Equations du systeme (a') 41iminons les quatre 
parametres q 2) n z , p z , q z . 

Les Equations (30 et (60 donnent d’abord 

_ Aj + Ag, 

Pi ~ A 3 ’ 

et n z = B 1 + n 2 . 

Portant ces valeurs de n z et de p z respectivement dans (70 et 
dans (80, on tire de celles-ci 

_ __ *®2 + p 2 (Bj + w 2 ) 

q *~ A t ’ 


et 




Ai 4- A 2 p 2 \ 
A z ) m 


* IL r^sulte, en particulier, de 14 que liquation a 2 a 3 -a 1 =0, qui traduit la 
multiplication, n’est pas representable par trois systbmes riguliers de points 
isopiethes, mais elle est representable par trois syst&mes rectilignes dont deux 
r£guliers, savoir: 

(®=l; 2/=oi), (*=-1; y=a 2 )> y= o 

\ x “ a 3 
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Par write, r&juaticm (9') dovient 

n ^ ^4*4 Pt(Jf i 4* a y ) i4 4* / #> -dt 4 »dspi\ 

-7li- + A a + A, J 

«m, teuton rodneticmH fuitoM, 

(11) A t ttf + (A t Bt 4 AJi A — A,JL)n» 4 — 0, 

L« pammetrc 1 nynnt dinparu do eeito ecputtion, on voifc 
qu'cm put Ini attribuor une valour tjuekamcjue, Noun prtmdronn, 
on vue do la plan grande simplicity de calcul, 

|4 » 6. 

LVtjttatiim (11) Hcrvim i\ determiner it 3 . Co pammktru (levant 
*Ure reel* 1« preblemo no Hern possible tpi’iuitiant tjne Ton 

iium 

(A t H t 4 AJk - AJl d y - *A t A,{HJh ~A % 0) 7t 0, 

iitt 


A {It? 4 /l/ili 1 4 d//#/ - tAxA JiJk - tA % A t BJ,lg - M g il t 14B t 

4 4d t 4*ii//;>(). 

Lnntpiu eeltti ii legal I to nera Hatinfaite* lYnjuatbu (11) deniittrti 
pair n % deux valours reulleH n* et n\ Aduptant I’mie dentre 
el Ins, n\ pur exotitple* cm mini pour </. if n t , p M c/ a lew valours 


H* 1 


],("* + 7!')' *• **• 


A x 

* ; “,t7 


v»' 


a 

'A* 


9, 2* On jMuit toujnur* fain* on wirte, par un choix 

wmviuiabk* d«* notationa, qu<> In euiifluntmt nul «oit «l,. On a 
«l«n« l*hyjH>tlnVj 


A , s» 0, A , | 0, A 3 4> 0. 


On a nimmc pnV/*<l»*min<‘nt 

III, - — A „ lit, rs A,, fl, « 0. 

Quant it lYnpiatinn (10, «*11«* <li*vu*ut 

(A,If, - A,it 4 )>h •*■ /l, l //, lh - /U*) * 0. 


d‘»ft 


»; 555 -dj 


lUh 

AJh 


-AJh’ 
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IK'S lura k*n f(*rniul«‘s >jui t<’nmini*t 1*’ N**. jtr* r.*iS. nt »l'»niumfc 

IU 

. U-Jt. A, 1 ’ 

Ai AJl, Ajt, ' 

/», *>, 

n, 

H ' *' ''.i, 

Oil voifc, i’ll Iilltrr, ff| rl infilii . I^i'V|iiv ; 

Jjlfi AJh • o. 

In wiluiiiifi t*#i, tiling n« rm tllhtm^tr, 

11 fiint tlniir rtii|ir.4l^ •« §44^ | # 4 1 

# M4 - AJh ¥ m 

10, Kt**4»« il v\M%\\Ui't t*4 r t »m a 

A h ^ 41 41 * M 

Lt* mynlimm (#1 I H%* frilmt ith>i ’* 4 

pi'" | 14 - fi* | 

14 " JW 

P I #4 

{!f s i ***~fv/> * »/,**> f 

Pour rtatmtliv n* u»4t* 4»*iifp ¥ i«ni^ hm mltwi 

tin tlt*tix tit*# m itieufttuim, Ifiifti \n„ j*t* pHn* vj^*- pt*v* 4»‘ttiift*?sii # 

et % i4mm n\m% mtmimmrnl nilitii»k<* 

Aimu It** wjiii4li*if4n |?' 5 i r|, th t tjtsWi u*< |*nii 

aitmulor mitniitr *t»n tjtiiit$iti«-i *<*, j**, u u «*m It, *ii II, mml 

SiBrmin itr u f h%\ r|$ fttifiPtfiritf, *>ft **fl**t, 

mu* tlt« mrtiilil^ m 4 nit % r* 4^ hi*nt* t ilitfiit IVW|ii#iii*»ti 

pntj Mimt, 

I)t! lIM^liln r«JI||4li«»ft i$$nf|tfv «j||"i,*|| $**» %cttf Ail gi»iirtfm!i* r l!H?ill 

JIW m * cliillflnr f| f ^ m t| f rfc? # ,» # 

IT110 hyputhtW |ci$iji«iir% mhmhPthh U *<*umil*’; 

|i # *l f f ®m. 
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Le Hyateme («'") deviimt alors 

B, *= «a — >l t , 

H a = -« 3 , 

i4 = n,p„ 


On tm tin* Huccemivtsincnt 


«a“ — 7?a> 

/(, ns — ( /i, + //„), 


A* 


'A 


//, 

/!,+ 4’ 

o 

JT+Bt' 


in. BAmmA. 

11 . Touto «Vjuation roprt'Hwntablo |«ir trow nya tomes rdgu- 
liera t!« pointa iaeplhtheK eat tlo la forme 

A 1"f AnCL,a, ”f" ^ a oC|CC.| *4* /lj®( ’f B a ct$ 4* //,&, 4 ^ a 0. 

Main la rdeiproquo n’est pan vrnie. line equation domn'o do 
uotto forme n’est repr&tentnble par trow HyatemoH reguliers do 
{KuntH iHoplethe# quo lorxqu'elle rontro dium uu des twin can 
Huivants; olio I'eat atom d’uno infinite*' du foynnn: 

l w Catt, A t + 0, dg + O, A, + b, 

A, 1 /}, 3 + An 1 //, 3 -4 A, 3 //, 3 - ‘lAtA t l/tl/ t - tAnAJ/JZ, ~ 1A ,A,//,//, 

4* 4/t ,A,A,(/ 2£0. 


Modo tin ropn'iHontation: 

Hy«t&ino (a,) tr =* 0 ; // ■« a,; 

.. (a,) »=» » wd„a, + n '; 

», (ad wmAtfl,^ /#, + »'; 


?/ 

a 


A ,//, 4 // A } 

AnA, ; 
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n' etant une racine de Tequation 

A.{n 2 + (A 1 B 1 4- A 3B3 — A2B2) n + A z (BJB Z — A 2 G) — 0 . 

2 e Cas. Ai = 0 ; -^3 4 s ®* A2B2 A S B Z 4 = 0 . 

Mode de representation: 

Systeme (a 2 ) x = 0 ; y = a x ; 

, , „ BiBt-AtO m __ J? 8 

» (<k) y A,’ 

, , . . BA-A S G B 2 

„ («,) + 2/- 

On voit que dans ce cas les supports des systemes (a x ) et (02) 
sont paralleled 

3 e Cas. A l = A i =*A s = 0 . 

Mode de representation: 

Systeme (a x ) x~ 0 ; y^a x \ 

» («*) ® = -(5i+jB a ); y = a 2 ; 


(a®) ^ = “^2; y = - 


B z ol z + (7 

+ uB 2 


Dans ce cas, les supports des trois systemes (cti), (02) et (03) 
sont paralleled 


IY. Exemples cU application. 

12 . A titre de verification des formules precedentes, nous 
allons prendre un exemple de chacun des cas precedents, pour 
lequel il est facile de construire a priori l’abaque le plus simple 
compose de trois systemes r^guliers de points isopiethes, et nous 
constaterons que nos formules nous conduiront bien k ces 
solutions. 

Cette construction a priori ne serait d’ailleurs ordinairement 
pas possible dans le cas general et Ton devrait alors necessaire- 
ment avoir recours aux formules qui viennent d’etre etablies, 
et dont il s’agit simplement ici, je le repete, de donner une 
verification. 
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Kxfinplo I. Equation; 

1 l 1 

SSB -}» 

<h «a «» 

o^Xj + a ;i «t — ajCtj» CK 

lei, it|=1» =» 1» /Ij— l, H x * /4/4 = f * - 0, t*t n # s 0. 

On ii tlom\ crupri* Im formuloH pr<k:e< lenten (i w Can): 



Bptlniitt («,) *u - 0; // ** a t I 

»* (a,) *n ,»«*; y - (); 

M («i) # ^ « 4 ; I» 

cfnii fnlMttjnii # * n« <in HVht Untile ifiiiit! |mrt it 

« t w II, at* ^ (I, *» 3, 

ctn l'mitro ft a t » — If, a, ™ - 0* a, ^ *- 3. 

* !#** ittpft 4t* ii'«ir4t»t»iii?«.i** ii'm|prvp«*»iit iftti? |war In wiipjirtiriinfi ti*» 
tt»tM tint mmw f4iii|ili«nniil tlmm** pit |.*i*inlillr. 
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Exemple II. Equation: = a ' 2 + - - , 

a 2 a 3 

ou a 3 a x —a x a 2 + ctj + a 3 = 0. 



Ici, 4 X = 0, 1, 4,= -l, ^ = 0, 5 2 =1, ^=1, 0=0. 

Les formules pr6c6dentes donnent (2 e Cas): 

Systeme (a x ) x=0; y = a x ; 

„ («,) y = —1; 

„ (a 3 ) x= a 3 ; y= 1, 

d’ou l’abaque ci-dessus * ou on s’est limits d’une part 4 
ai = 5, « 2 =6, a s = 4, 

de l’autre k a x = — 4, ctj = — 3, a 3 = — 5. 

Exemple III. Equation: 03 = Oj + a x 
ou a x + Oj — a 3 = 0. 

Ici, A 1 = A, = A 3 = 0, A=l, # 2 =1, J3, = -1, 0=0. 


* Les axes de coordonn6es n’intervenant que pour la construction de l’abaque, 
nous les avons simplement figures en pointilld. 
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Ltm formules pr^cckkmfceH domumt (3** Can): 


3 T a 9 0T a » 3t«» 


. 8**11 „ 0 **» +a» 


SyHtHrn* (ot t ) # -•< 0; // ^ a*; 

» (<*s) ^^ - -; */»«■; 

», (a,,) iC~..-\\ y *» 

4 hu r«ilmi|tio ci-doHHU», <n\ cm limited d'mm part i\ 
a t » 21, « t »*1, a 4 (I» 
a t ®» —!), a 3 ^ — 3* « if ** - 0. 


du riiiitre h 







SUL MOTO DI ROTAZIONE DI UN CORPO 
RIGIDO ATTORNO AD UN PUNTO FISSO. 


DA 

BERNARD PALADINI in PISA. 

[This paper which had been previously published was the 
basis of a lecture by the author before the Congress, August 26, 
1893.—Editors.] 




A CONSTRUCTION OP GALOIS 1 GROUP OP 

660 ELEMENTS. 


JOHKPH m PKHOTT w WOROEHTEK, MASH, 

In Ms work Vamiudim zur Tojndogie published m far back an 
IH4H, tin* profound German mathematician Listing makes a 
thorough study of a group of 48 elements which w a nub-group of 
the symmetric group of nix letters and which ought to bo known 
under his name. On page fl hinting given idi the 48 elements 
of hk group and they arc ho arranged that by a cross yon can 
divide them into four sets, each of twelve elements, The uni 
in the left ham! corner above for tun a group by itself isomorphic 
witli the alternating group of four letters. Employing Listing's 
notation the group consists of the following elements: 


1 

2 3 

2 3 1 

3 1 

O 

1 

3 a 

2 :j 1 

3 1 

O 

m 

1 

2 :$ 

2 3 1 

3 1 

2 

I 

2 3 

2 :$ l 

3 1 

»> 

m 


The meaning of this notation k that the numbers 1, 2, !l have 
to la* replaced by the combinations of three numbers given 
above, while the numbers t» % *1 have to be replaced by similar 
combinations with the signs above the digits changed. Writing 
n, k c* d t 11,/for I, % i we obtain the following arrange¬ 

ments : 

a b c d r f b r a f d n 0 11 h 0 f d 

a e d € b / b d f *t e i € f 0 b a d 

/ b d tt if tt e 0 / a d b d a 0 b / c 

/ 0 0 d b tt if d a f c b d / b $ a 0 


C. IV 


18 
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To show its isomorphism with the alternating group of four 
letters a, ft, y, 8 it is sufficient to write the elements of the latter 
group in the following order: 

aft y 8 a 8 ft 7 a y 8 ft 

8 y 0 a 7/3 8 a / 387 a 

7 8 a j3 /3 7 a 8 8/3 ay 

ft a 8 y 8 a y /3 y a. ft 8 

and to consider as corresponding the elements of the two groups 
which occupy corresponding positions. 

By means of these two groups it is easy to construct an 
intransitive group of ten letters isomorphic with the alternating 
group of four letters. If now we write the numbers 1 , 2 , 5, 7, 8 , 
10 for the letters a, b, c, d, e, f and the numbers 3, 4, 6 , 9 for the 
letters a, ft, 7 , 8 we obtain a group of substitutions formed by the 
following arrangements: 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 

8 

9 

6 

7 

4 

5 

2 

3 

10 

10 

2 

6 

9 

7 

3 

5 

8 

4 

1 

10 

8 

4 

3 

5 

9 

7 

2 

6 

1 

2 

5 

3 

9 

1 

4 

10 

7 

6 

8 

2 

7 

6 

4 

10 

9 

1 

5 

3 

8 

8 

5 

4 

6 

10 

3 

1 

7 

9 

2 

8 

7 

9 

3 

1 

6 

10 

5 

4 

2 

5 

1 

3 

6 

2 

9 

8 

10 

4 

7 

5 

10 

4 

9 

8 

6 

2 

1 

3 

7 

7 

1 

9 

4 

8 

3 

2 

10 

6 

5 

7 

10 

6 

3 

2 

4 

8 

1 

9 

5 


This group may be considered as generated by the operations 

_/l 2 3 4 5 6 7 8 9 10\ 
u U 89674523 10/’ 

_/I 2 3 4 5 6 7 8 9 10\ 
v ~ V2 5 3 9 1 4 10 7 6 8 )’ 

and it is easy to show that it can be combined with the cyclical 
group of order five generated by the operation 

/I 2 3 4 5 6 7 8 9 ION 
* “ V3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 )’ 
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In fact, wc have 

a fl, 

23 

^|*^ g M IHIII, 

$ a r$ 4 sa i t § mf\ 

<f> A v4>* * mm*% 

whirl* nhmm that flip group gonoratad by fchr oprrutionx u t v f nud 

$ will bo of tirclor IKK Thin group i« iHomorphic with tho 
iroHalunlrou group ami may bo mitimtlorttcl an gonrrfitot by tho 

opomtiunx 

L fl 2 a 4 5 fl 7 H II 10 \ 

^ A3 4 5 (1 7 H 0 10 i 2/ 1 

/ 1 2 S 4 5 ti 7 8 f) 10\ 

X "VlO K 4 .1 r> 9 7 2 6 l/‘ 

Ax it tuvolvox ton Irttors, it in of cum rot* a mth-group of tho 
nyiiiinotrio group »f tlovim lotion*. lioforo omploying it, howovor, 
wo nlnill trattxform it in iho Allowing way* Sitieo otirh tmmhor 
of tho norm# 

1, 2, 3, 4, 8, 0, 7, 8 t fl, 10 

i# roitgruont hi n cortiun pmvor of u priinitivo root 

{much 11), way 7, n om»-to«ono miTonpomlimoo oitn bo oxtuhtixhoti 
botwmt th«* fattfiiborff 

l, % 3, 4, 3, If, 7, H, If, Kb 

mill tho xmalloxt jHwitivu oxjmnoiitM of tho jmwrrx of xrvtm to 
which thoy nro cmtigrtiont (mml, 11), Our gon**mting opomtioiix 
^ iinii ^ will bocwtio 

/I *2 3 4 3 II 7 8 3 10 lt\ 

A» 10 4 fi » H 2 7 1 fl II/ 1 

/i 2 3 4 3 <1 7 H !i to II, 

*' ' V” 3 *2 H » li l 4 :> It) ll ! ’ 

Wo xttiill itow rombisir tho ici*xjtl»n<lrou group goiiomlotl by 
iiipI with tho oyrlinil group **f or4or II gnioroiod iiy tho 

iiiiiuiit ioti 

/! 2 » 4 3 fl 7 M » 10 11, 

^ K u 3 1 •”» H 7 H tt 10 11 1 j ■ 


1 H 2 
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The possibility of doing this is shown by the following feint ions: 

00i0‘ , ‘ 

i0»X» 

ijr'Xii'* ~ r $>%&' 

ir’Mf : 0>'Xi0*' 

3 ‘ 0t*X«0»‘ 

« 0,x.0. 4 X> 
f*Xxf % r 0i 4 lfi0i 4 X>0* 5 
■f 7 Xi‘f i ' ,v Xx^ > Xi^‘* 
f'X^ ®0iX<0« 
f’Xi'f “ X'0>X>0>' 

0"’X>0' “ 0|'X*^|‘X'0> X<0> ’ 

The group generated by 0,, X* nI1 ^ 0 W >H be »* e«.r«lu»gly «»f order 
660 and in fact it is isimiorphie with <bd*ti**‘ group of tlpp 
elomontH. 



CONCERNING ARITHMETICAL OPERATIONS 

INVOLVING LARGE NUMBERS. 


BY 

T. M. PER VOUCH INK*. 

Lk prfltra T. M. Pervouohinn prie do ecmummiquer uti CJtmgret* 
nmthimmiujue do Chicago lo pmetW au may an ducpud il emttroln 
m*n npcr&tiouH anthmetitpum mtr low grand** nomlmm; en proeddd 
ltd a nervi comma uiit^ bonne bounnole darn* Inn tidtmkt laborious 
ijtd runt amend atuc ramdtats qua km nombnm 4- 1 , 2 s * 4-1 
.Htnil dan nnmbmt eotnpoHeH. 

La precede conHmta datm la eom|Himi8on den rotten <pu 
nobtiennent tat divinani par la nombre 1)98 — tO' — % Ce rente 
H*ubtiant t \nne fiu;on iren simple ear la nombre N <5 taut 

«*.1 8 -f tin * . 10»4 ... + th I 
la rente da la division par 998 warn egal i\ 

(2(2 {tu m + a n i) 4 a f j.,. 3 ) + ,■ a ).. 

tsi hw imlettlii facilcmumt* mtr la bonder russc. Ue tiVst. qua dans la 
eit« od lt*» chsffmt tt nk m «e permute avee \oh chi (Ires tt n quo la 

futitC! dti eitletd pent passer inaptm;uc ; miml la my cm da factum 
vtlrifmitia do co proeMt! kdtend snr 45)8 oil i tires. l )arw ea mm 
le p* Porvouehine raeommanda i\ operer la division jmr la 
nombrt* 991)8 » 10* — 2* 

* h twit! by I*r«fi«tw A, Wmtuihef! ut iti« titiiftirilly til Kmm % 

Uumm* 




RESUME DE QUELQUKS RESULTATS KELATIFS 
A LA THfeORIE DES SYSTKMES KKCUKKENTS 
DE FONCTION8. 

1*4 It 

S, PLNCltEULE a lHU,«HiXJv 

L« prdutmfc rtanl » jw*ur lint «IV*j««H»<r, ,iu*»» |»n.V»on«iti «p»»« 
possible, t|n,t*ltjti*sn hbotltAts »u*»)tte|* j*mu *»!*» r«»o<t»iti «»» eherrttiijst 
& gditiSraliHcr tt«« ties ftrupritH*'* fomlamentole* «!«** j»«ily»Au»«n X m 

Ltt^silre, Cette »«*t t’«|irtnii*** pai* 

nfcummte 

(» + l)A * n ,,-{'in + IM.V.v * *>A„ , *u.i *t. 

A cotto ittfime t'ijtiitiiuu iatjuf.iiii, ititwi |«>* f«oieiuiuH t|, t titfuanutte 
cBp&ec Y n , tit tie 14 et tie* conditions intitules 

X,-.r&*0, f*» "■» j}*, i t •« l), 

on (ltSduit lo ddveloppometit tie M, Ch Neumann 

1 ®sc*h i- r,ty)............... tH 

Jr"*® 

Ce cWveloppoment est eonveifpntt iitufufto^motit jMttt Ivn 
couples do valours do j- i*t d’i/ t*<S* tpue ,** **.tt mtArietir et y 
ext&iour k imo ellipse ayont pour fuj* i* 1* * point** I *•» * t 
dans le plan dos ntnnbrt* complex**, II *»»t rAmlio In il*fv«t**ppc- 
inent (l’uiio function analytnjuo queluottt|ue /{*), dan** 

une aire 4 contour simple oumpromtnt tout le segment riwtiltgne 
— 1 ...+ 1, on stSrie tie functions X m tie in ibime 

/V)» Sc*£»(*), 

iM*# 

valable pour la pitta gmmlu db % 1 tlmm 
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Taira oii la function f(tr) eat r%u libra. Enfin da lequation (a) 
rtmulta oncoro la propridfcn, rocounuo par Gauss, qua las dbnomi- 
natoum dan rdduitan du dbveloppemant on fraction continue: 


*1«K 


<tr+l 


(c), 


im nont autras qua n ! X n ; m las numdmtaurH do mm redid tax 

a’indiqiumt par n ! Z m on a, antra las foliations da promiaro at 
saeonda eH|>beo, la ralation: 

r.-m? "*{*„-*„ . (d). 

On a dotmd da pluMtimrs famous la g/mcfriilisfitioii do cos 

propritHik; eitonn, par example, la tWoria dm polyiiAiiiaM do 
*J a a obi, Miiix Ian gdndmIi«ationH downles jn«*pTiai do la tluWie 
den foliations «pht?riqne« rogardent toujours das nynthmm {mr- 
ttculierx da foliations, at Ian rooherehoH qua Ton Host propose! k 
lour rntjat rontront dans las questions girndmlnn qui suivent; 

A. “ &tiutl doom! im syntonic do polyudmeM p»(*r)» lit!« par 
Una liquation rdcnrreuia («u Equation linaaira atuc differences) 
exista-tdl un second systinno do foliations r #l («r) tol quo Ton ait 
formellemant 


ra Pn (#) (if) t 

y““ «* »^!i 

li #i Lo syitbni© r» dtant dtUermind, quid lex nont Ion eonditimtH 
do convergence dii dcfvolopiMunorif prtWdent I " 

La resolution do com questions conduit nans pinna k rdpomlre i\ 
la damando: 

(I #< Houh qiifiltiiM conditions jaitif-on dtlvuloppur tine function 
dontitfii f (m) an one sifrte da la forme 

m 

<£(*)*■£ e n p n (x)1" 

H-tf 

(Tmt da mn questions glntfnilaii qua jo mo mm occupy, et lit 
chomin quo jilt nnivi pour y rdpnndro iiTii conduit tmeont I* 
quelque* 'autrex r&ftilfcttta (Text niiwi quit j‘ai dtd amend k 
coxmtator Ttixkiitnctn jmur law dquationx timkmm nux difWnuic«t» 
da tout entire, da ecrtaincx quantitdx qui xmit, pour olUm, ao quo In 
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i, nmmmmhK 


valcmr do la fraction continue |**ur SVnjiinfitui Uibidro aux 
differences du deuxifemt* ordre > t dWt mtl une gtkiemhsatiitu tie 
Falgorithmo do la fraction amtiiiiitx 11 eonvirui ouittt tie iv* 
marquor Pdtroite analogic quo prtWut** In qucMtimi t * aver cortuiiw 

probltnnoH diversion d Integrities MUmm* i Hi nitnnl jutr li\ la 
recherche d’une function ftp I telle ijnr D»n nit 

f A C*r, $'\fis I* 

Jai 

zt (s t y) et /(*!?) ties totaltotH tlHtitinnt rl K Hllftf title ligtie 

cFmtdgration, uussi doitttee* date* to §*luu y, 

Dans It'S lignin q»t solvent j at taolu* tie return* r, 4‘rnie $m;m 
aussi succinate quo jifisuthte* les re**tdf;i!* q$tr y%% **bfr!OH >njr ee** 
questions et dont les develojtjtfitiritf s, en jurtie no 4tf •», frosiietit 
pour la plupnrt dans ties »pu out etc jmS*I$»‘s, h titter- 

vallos, pendant Ich dix deruierr^ ?§it§o : r^ 

L Considdrotm IVqtmf ton tiinUtro, m\ dtlh s*ues <? tinn *♦, do 
Tordro m: 

Prt firt 0| (a ) pu in# | I f? J P l|i* 3^ » ^ > v « 4 1 i * 4 1 t jfK% . .lit 

Une intdgmle p# de erffe cqitotbu e*t 4**f**rumn e jmt 
valours initiates p iH p iA *, d»on utiegi-d* *» ne *.^n\ pu* 

distinctes si leur rapport est indepndaut 4*- «, tin * feme 4t* 
m integrales entre lesquelles il to* pan**' pin 4* UnMmv 

homogeue k coefficients tftdepeitdttfits de n e*t tin lotwlii- 

mental d’integraleH et m p m \ pn\ p* m e**t nu 1*4 **yihn*\ fotilr 
integrate cle {I) pent satire: 

p*m c t /i# Yffp^ I t .,. iii 

oh los coefficients t* u , l# i\ 4 , sottf tti44|iripfiiiti^ 4*- a, f*r«* 

rapports do m — i d«* ees n«‘flt«*tetii^ A tW^ |r {tinitHsi i«n uti 
lien et place des valours itttftnli^ p /$ l# il in4ivt4tirr 

rintdgrale p n . 

Sous certainen conditimta tl etwli» itno integrate rn m do l«|tiii- 

tion (1) qui tMlmut la pnijtrkftif miimittm: m p m *?nt tttto ntttro 
int%rale quelconqun tin la titftttiti iffjtmtinii* lo m|»|n»rt rn m i p n tetui 
pour n » oo, & la limito itfrtt* J’tii ajtp?!«^ «?«ito inl%r»lo* qttt jmttt 
de propri4tc!s remanjtttililoi, mlAfmh fliiliiifii# do rAjiuitiiiti (1). 

Par example* suit Mjuntbn du dottxbtmi onlro 

Jh *+« m t w ) jpit 11 + C ft | |*n t 
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parmi mU%mloa ae t. run van t km numwataura p,,' ut 1 «h di'uonu- 

natfurH /)„" dim rdduitim di* la fraction continue 


«.((>> 


«,(<>) 

«.(*> 


«,(») + 


i/ i (2)+, 


I 


tjtii oonstiluont im syntomo fdndamontnL Ton to uulro intogralo 
do IVqtmtiou tin douxtomo ordru HVxprimo par aotmdquont par 


Pn ™ Pn - <¥**". 


Si iiiniatiaiiiiif* la fraction oontinuo ost oonvorgonto at a pour 
valour X t on volt hiuih poino quo 

W|| « Pn - ^Pn" 


oat ritildgralo diHtiugum 

Furiiii U'H propridtoH do rintdgmlo dintutguoo, tmtmm ootlo-ci; 
Soiont % ton limiton, nitpj>«isdi*H itnioH, dm cootfirioitta p«ur 

?i -m m k at thrmmm liquation ttlgdhriqito 

t m - otj* 1 ~ a/* • * *„» -0... 

M, Poinoiird* a ddtnnntr^ quo In limito do p, iH : p n pour 
n r om|. nno don moiuoM do ootto dquution ot, on giSitdrnl* oollo do 
mtululo iiiiixiiiiiiin; main don intogridoH partial liorott jaotvont fid- 
mtUtro, cotumo limito do co rapport, nno autro memo do t oquiittfin 
(11% Or, ijiiniid Ion in memo* do (8) nut don uiodulon ditltfrottfo, 
rinldgritlo tliHiiiigiido w tl ont tollo ipio In limiio do m tUi : m n ont In 
rnoino iiiiiiiiiiiini do rdqtmttciit, 

2, Jam onoftitnontH do FAji tut ion (t) ponvont omitonir* on initro 
do n, mi pnmiiiotro *t\ ('hnquo iiit»i%mlo p n out alum im nyot^mo 

ffliiiiroiil do foiiottotiH do r, Jo Httpptmomi iot quo lo pariinilitro m 

ontro mi promior dogrd dann Ion eoeffieicmt* ff*(#i); jVctrirni dona 
Filfjiiiitiiiti (1) kouh In fdrmo 

in 

/>»■** (O * - (h (n) + n- k { n )) p n (*) .(+)• 


*hwm*il t*f MaikfmaMa »T* «i* Mo» II, 
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h. wm'iikki.k. 


A cdt.d <le lVquatum (P il limtiv donation, 

quii j’ai appeltV son jji/'tvw •'! ,,l > tujuit* !>■ p.u.mtHi>• y: 

m * 

<7n^m (V) = ~ (J*h (« — * n + ^ * * .V 1 '* 1 ” 111 f " n 7» »» ' ■** 1 . vK 

A 1 

Oil oxclut I os valours nuj^ut iw-* d** 1 mdn v n , « I <*u drf'Tiuiut* los 
valours initially drs ^ an tw*y*n dr% njiiuf nuts 

(t (H) ^/tt “""" ’’dfl * 

... * “mi"* 11 V’*i > * l >» - 

oft it 0> i *mt do* atl*n*t‘n oal.-nl .jui 

nti prdsonto auoun** dtilioultr j»rtiti«.-t itri.ilnn J"iiu? II* in* a? 1»* 

ddvulojiputnouk 

t 

(// — j') S {r s (it — m I 11 *in h> . »* y* * * n iH 9 '* 1 V*« • • . 1 ,v 1 • 


I- 

/1J p., * .?■ 1 ^ A * y i i .ii, 

4 

Kn Hup[iu«mt mainftii.'iii 1 i 

• '•» i - ’it /- , ;... , 

OgalrH k V/*VM % i‘.\ri*Jit4 I'lllir 4 <* 1- - j 1 , ^. 4 

A ' .Ii) * , . ‘,4 „;t 14' 

dovi**nt nn Hyntriur d«^ jimHomm. > * 

<• 1 * ‘4 do :-*5P Li 

formulo: 



, £ »#».> f *i i j 1 ., *x * ». . - • • ...... I*t i, 

f-x .„ y 

on Ton a |h>hi^ 

4 >ni!() - 1f L t« ^ «* f I NO «, Jvf * ... * *'. M i n l »/., i y t 

On u nimi jvpofidbt i\ la tju*'^!o*n A. 

II, II sugit maiuVoan* d» ti - %.. ■ i - a". L- 1 a-i;*i -a» 

iJovt*!oj»j»tiiit*iif !«»i inrl * hj^ m * it d • ij.j* *.> j^ar 

cola *tttr t*oii^i*i«T,i!w«an"• . ho a.-!*. | o ,7-|/, L ^ 

Unutos dr {n ), } m i ii i ,, i ** w p., , a linin' 

limitt* into miaiP* p(j i dr iV^iodiMt* 

r ft - £i/4 * ....... . uk 

4-1 

vi t t‘U grlldml, Ol'llr lir liordnl*' iiiiiiriiUi'ii t\ n ? t u *-n 'r l.| -.HIIHI «’II 

gdlldml jMlIir t»*UH 1*\H ^yntrltivi* ! ! 1 ' |# a 4.M i l‘ !'*; ?OiO* "f .. ^llilio* »*1 ■ 

tloHnilh, tniMH on r.fcf*, ilO Iloro > * ! -Ui 4 i n^iri N’a}*J*“*’ 
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surons fpm vv suit <*t^lui <pii figuro dans la forma lo ((>). Four los 
infdgralos do rdtptaiion (.*>), lo rapport 11 pour bmito 

uno mourn * ^ tie IVtpMtioh rdoiprotpm do (7), ot pour rintogrulo 

(listinguoo soulo ootto limito sora la raoino do modulo minimum 


4 . Hi mninlonant Ton proud 
Ft i//> | B 1 

nmiv (pm 1*011 ait 


Ion OOU pi OH do ValtHU'H J\ if, on 


piU'). < pi (//),, 

il ost fnctlo do voir quo la norm (t>) nmvorgo absolumont ot 
unifurmdmonL ot alors, on applnpumt lo thdoronm do (buiohy, 
on pout dovoloppor nno burnt ion analyinpm oonvonuhlomont 
dnnndo, on worm do polyuomos p n {>r) t On a ainsi rdpondu amt 
(ptosfioiis II ot Cl La prinotpalo diflioultd i\ vainoro dans los 
applications do oolto mot bode cumsisto dans la dbumnstration do 
lVtistonoo do Pintogralo (list inguoo do IVtptution (o) ot duns sa 
ddtormination. 

4 . C f ommo promior cxomplo, on pout oonsidoror lo cm do 
m 2. La oondit ion dVxiatcnoo do I'intogrulo distingudo omuoido 
nlors uvoo la oondition do omivorgonoo do la fraction continue; Ion 
potyudmes p n sont lea dduotmnateurs dos rdduitos, ot la formulc 
(b) so roduit il (udlo tpio Urine* a doumV„ sans tout e Join on fa ire 
roiiiifiitro lex conditions do convergence. Hex oondit ions ,Volition 
iiotii aixemeni par la mot both* indbpmo plus bant. 

o, Homme dotititiuio applioation so present e lo eux m • ‘I. 
Kortvoiw rdipiatioii roeummto sous la forum 

P$i I ;i '**' ’ 1 1 ) fi n | "f ’ hji fi n | | p fi/ t ,(*H )„ 

ot ootiHiddrons lex integrates (sy steams do poljndmox do degiv 
eroinxiint) don non pur Ion conditions initialos 

p.: • ib /*; l 

l p" -'0, 

pr- l pr - pr <>. 

Los ddfatrintiiiuitH do second urdre eouteuus dims la nmtrico 

Pn i i Pn * K P »11 i 

/ 4* *** 

fhi * I Pn I I pit » l 


Mmuilmeh dm f Itl, I. p, tlfutui* 
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sont aussi des polynomes q n ', q n ", q^" qui forment un systeme 
fondamental d’integrates de Itequation inverse de (8): 

q n -s = (&J 1 T-S + On-opc) q n -2 + bn~i q?i-i + qn .(9), 

dont Tint6grale generate sera 

qn==qn +l*qn +vq n '”. 

Soient /3, /?', y les limites respectives de b n , b n ', c n pour n = oo, 
limites que nous supposerons finies; on peut ddmontrer 1’existence 
de l’integrale distingu6e et la determiner pour toutes les valeurs 
de x sup^rieures en module a un nombre assignable JR,. En 
dcrivant cette integrate sous la forme 

Qn = qn + uqn 4* vq n "' .(10), 

on trouve que u et v sont des series de puissances entires et 
negatives de x convergentes pour | x | > JR, et que Q n est aussi une 
s6rie de puissances negatives de x convergente pour les ntemes 
valeurs de x et qui commence par le terme en x~~ n ~ l . Cette 
remarque donne a liquation (10) un intdret tout particulier: si, 
en effet, dtant donndes deux series u, v de puissances entires et 
negatives de x, on veut determiner des polyn&mes A n , B n , G n 
entiers en x, du degre le plus petit possible tel que l’expression 

A n 4 B n u + C n v 

ne contienne que les termes en x~ n ~ l , x~ n ~ 2 , x~ n ~ 3 , ..., ces poly- 
ndmes ne peuvent diff6rer des systemes recurrents q n ', q n ", q n "'. II 
se presente ainsi un algorithme analogue k celui de M. Hermite 
et generalisation toute naturelle des fractions continues algdbriques; 
de m&me que celles-ci expriment, au moyen des reduites, une 
fonction transcendante par une fraction rationnelle approchee, avec 
le maximum d’approximation pour un degre donne des termes de 
la fraction, de m£me le nouvel algorithme sert k lier deux fonctions 
donnees u, v, par une relation lindane approch.de 

A n 4 B n u 4 G n v = 0.(11)? 

avec le maximum d’approximation pour un degre donnd des 
coefficients A n , B n , C n *. 


* V. mes m&noires : “ Saggio di una generalizzazione delle frazioni continue 
algebriche,” Mem. delV Accad. di Bologna , S. iv, T. x, 1890, et “ Sulla generalizza¬ 
zione delle frazioni continue algebriche,” Annali di Matematica , S. ii, T. xix, 1891. 
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Krvrmms an dmrlopprmmt ((>). Si */„ vst riutrgmlr dis¬ 
tinct uV tl$* {[)) t*t rst la memo tit* nmduir maximum dr 

IVt(tuition tit* troisirua* dr^rr 

- 1 - 0 ...(12), 

la condit i«»n <5* runvrn*vntv t*st 


M>'4 < dO/d * 

') 



(lit prttf, HiitiH jvafririitm irmiitirtlr, stlppusrr fi U, y 5. 

Mlltltfrltiili!„ «|tt Vlt rImt|Ur Jn dill J\ % dtt plitft »r rt d'tflt ludlttr rdfr dr 
n* plan mu t*lri r ttttr j«*j'jirtidirttltiii'* f rl tjtioit rmipr am* rrttr 
pt*rp«*udn'uiauv ( k pariir dr am* pi**d j \,, from iut*Ntuvs 

J»ar I*V 4 144 *«, p 4 , I'li lira ttM'Uir* <tf * Irtjtml lull ( 12 ). On 
uhfimtt mud tin*.* aitrfarr it t rms nappra ijiti foundt tut itmvrit 
mttvX Hilitjil** dr ddli-rmtUrr Ir* rtuuup* dr rmt%mrgrnrr dra .arrirs 
m <*„/+„ (./‘I, C 1 **!!** mttfarr, flout jr prrsmif r rj dr asm* fiur i| u 4 .hm* a 

ill rat tut point triple A till, HUE, CilJ aunt trms It^tirn dmddra t 
I* 2* «(* 4 limit drs arrtiuita pamllrlrH hu plan j 1, rat hmuulmdi'pir » 
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elle offre des propri^tes geomdtriques assez curieuses, dont mon 
ami et collegue M. Montesano* a bien voulu faire Fetude. 

6 . Reprenant lequation (4), venons maintenant aun cas assez 
gdndral dans lequel on peut discuter completement les conditions 
de convergence du ddveloppement ( 6 ) et r 6 pondre ainsi aux de- 
mandes B et C. Supposons que les coefficients b h (n) et c h (n) 
soient des polyn 6 mes entiers de m£me degrd r par rapport a n. 
Liquation ( 4 ) est alors la relation r^currente entre les coefficients 
des developpements en series de puissances de t, des integrates 
d’une Equation differentielle lindaire d’ordre r a coefficients entiers 
par rapport a la variable t. Ces coefficients sont lindaires en x, et 
l’equation differentielle a pour second membre un polynome entier 
en t, de degrd m— 1 . Sous ces hypotheses, la consideration des 
points singuliers de ltequation permet de fixer les rayons des 
cercles de convergence des developpements de ses integrates, et Ton 
en deduit la limite, pour n = oc , des rapports p n+1 : p n et les con¬ 
ditions pour la convergence uniforme du ddveloppement ( 6 ). Ce 
cas a formd l’objet d un mdmoire special f. 

7 . II me reste enfin a dire quelques mots d’une mdthode pour 
rdsoudre certains problemes ^inversion d’intdgrales ddfinies, qui 
offre la plus grande analogie avec celle qui, au § 2 , nous a servi a 
rdpondre a la question A. Soit T(x, t) une fonction qui satisfait 
Fequation diffdrentielle lindaire en t : 

0 m y 0 m-iy 

(a m + b m x) + (dm -1 + b m ^x) + • • • + (cl 0 + b Q x ) T = 0.. .(13), 

ou an, bk sont des fonctions de t ; et soit X une ligne du plan t , et 
f(x) une fonction analytique domtee. On demande de determiner 
une fonction <f>(t) telle que Fon ait, pour des valeurs convenables 
de x: 

[ T(x, t ) cj> ( t ) dt =/(«).(14). 

J (A) 

Le probleme se resoudra au moyen du theoreme de Cauchy si 
Fon peut determiner une fonction 0 ( y , t) telle que pour des valeurs 
convenables de x et d 'y on ait: 

[ T (x, t) © (y, t) dt = —.(15). 

j (x) y — x 

* Rendiconti del R. Istituto Lombardo , S. n, T. xxiv, 1891. 

t “ Sur la generation de systemes recurrents au moyen d’une Equation lin£aire 
differentielle.” Acta Mathematical T. xvi, 1892. 





HYHTkMEH HlVf ^ItEENTH UK FoNVTIt>XH, 


i:h; 


( Vttu foliation H (//, t) {n*Ut So lirfrrmilirr rotiituo il sub. 
Multiplums lYtjuation (IE) par tmo function arl*if miro *S Uv.tult. 
puis intogrons lo l an if do X ; on in Iterant par put t io* ot on tiidt- 
quaut par la part io uux l unites, tin uum 

4 f Js Uth f l%r) S ( if t t) v , 


. {X)h U ( f 


T(j\tuit a 


Quo l*on dispose d'uhord do la founttuti S tut NHi'tr tpiV)l» ! 
rorifio lY‘<|tmtiun liueaire 

v ( . + k 

h <i vt h 

<»it kit) t*st nnv function arhitrairr dr t st m!; jun^ijtii* Ion rhoim"o*>< 
k(t) rt Irs urhitraiivs ijui jvstoni on #S* dr muIo quo Yunuulle; 
on aura uinsi 

('/ ■>■)! St u h,N ' hSi /‘ n ruj),it j on 

J fAt h |1 if J (4 1 

rt puisqtio lo second uteuihre est tmo function do a .mad, iju'nii prut 

iiitli*|iii-r par */ prp il vieut 


t 


i h h^i:f, n „ 


1 f v ( ,0^0 


// ’ " * r '/(*■ 

!#a foiirliMii H (j/, f) tost iiinsi determiner, 


7'{.r, Ifhff, 



Oder 

DIE NOTHWENDIGKN UNI) HINREICHENDEN 
BEDINGUNGEN FUR DIE ENTW1CKEL B A R KE IT 
VON FUNCTIONEN FINER RE ELLEN VAR1ABLKN 
NACH DER TAYLO B'SCHEN REIHE 
UND 

UBER NICHT-ENTWICKELBARE FUNCTIONEN 
MIT DURCHWEG ENDUCHEN DIFFERENTIAL. 
QUOTIENTEN. 

Vf t\ 

ALFRED RRINU8HKIM i\ MiAriCKN. 

| 1 * 

In seiner Thhrk dm v. Ait, Iti*\ * und 4,-n 

Logon# mu* le (Salad dm fumimm it »»»;»*»* tit.tA ^j*iL agnuigr 
die Ansicht au#> diinn »*ii w Fuieh«m fn i, inlidt* Uu * ui.u 
gewissen Werth d«*r ivrllm VurniMn* .1 l«-4uiii4itr * 
Ableitungen jeder norh so groswii « n*!h^}i* n Urdnuiig fir^tUf, 
ftir oino gewisne tliiigidiimg dir *« s Sirll** »-i -* dnndi dn< 
Taylorkdni lieihom'ntwifiudtiiig. al-.« m d»-i F^im - 

yv,+/i» ,i- 

ti I* 

dargontulll werden kiinne J. 

* Lagrange (Eurirg mii|*/. T. $%, j*, ti\ ( 
f iHMgL T. x. p. TL 

$ Rktrin mt nntilrtiah ilk* «hi!iiiA«t dm M *, f^n m vk*« \\>nur\ 

aln KpuoioUf*r Fall, mimlidi liii it, imi^saliali^Ji \h n mn ww 

kahrt ana dor MtiaL&uriiiWIti’ii ¥mmr-l < 


dutch die Hulwtituticm: 

4f* |l|| - f sf 1 _. t -i lil 

dio Taylor’wjha licrh>it.m kmm, .... ««t4« ,.-U im f <. 4 k .\»„4in,L. 
Taylor’Hclut und MaeUmirin^rtw lb<iiw> |<> tm»t* »U v.43.sUi.4.|j 

werthig gebr&nchon. 


OHKIt I> 1 K TAYbOltWUK 1 CKII 1 R 




Vou dan zii't'i Hy{>utht\st‘ii» walaha diasa ^-hr 

Bahauptung oflanhar anthalt, duss namhrh untar <U n ul>* r j t j > 
gamaahtan \knmtssaUungan: 

% /'*»'• (j* \ 

(I) din Uniha V , ' h* stats nonvargtiv; 


(2) ihrn Summc dm Warth/tyv f h) tn^sif ;a* + — 
wurdn mnrkwiirdignnvnLsa xuniiahst din xwaifa, au M«*h «* if 
omlnuahtnndnr nrsahamandn, von (’arndiy # iifu*afdaltf» m unlam 

nr auf das Bnispial dnr Ftmntiou r j 4 hinw ian: Uinaiton dta»«-Itia 

namliah ftlr 0 mit sitmmtlirhau Ahlaitungau vamrlnumla, 

m gastattn sir dannonh mnbt dia Anwi-mlung d« r M na Laiinn 
Whan Formal, da so* sunst filr jadas *r in d*r t dtigalittitg 
dor Nullstalla vamahwindan iniiHNta, wits thal^iahliah uinht d» r 
Fall ist*. 


War diasas (‘a unity Wha Baispial mm vv**hl attrh gr« tgjtrf, 
dan <Haubaii an jaiia Bagranga Wha Hyj***tham* i mig* i 

imuisHan an arsnhllttarm so kami man ditssrlha d*»rh kmtimmrim 
al.H ainatl VolIgiilttgaU IlaWalH gagrfl dianrlhr gall a j* Jam* ft 
Daim dia fmgltnha Stalk* a- 0 arndmint hirr um \«*iu Ion in 

i 

hIh tana nintjulifn\ fllr walaha dia Ftnirf t»m fid I * a /umtatmt 
Uharhnupt (jurnicht odor /.urn miudastnu nialil M ’* 

c Irjinirt ist, d, h. niaht durnh dirantaH KinM i/.an uni j- Cl in rim* 

dur Dafmitionsd tlaialmngan : 


v. 


i 

j* 


r 1 

ir. 

<t r 


I 

,r w 



hmrhmi wmlatt kann, Hondarn vialmahr arnt tlnirli aim* sprrwUr 

Ihfttuihm, niunliah hIh Itm/f *r).imdmtafida wtrdarum nnv tiai 

,r-n» * 

Brnlitxnng ttar zwvitm Form dar mmni gloirhwarthigau llrfiniliomi 
(liniohtmgrn rim* hast intuit** Badiniltmg grwiuitt, Habitant man 

itmi damrtiga Stallan *r bai tlar Furmttltrttng tlar BagnuigoWhru 
Bolmtiptuiig von vt*m tn-rain huh, wim so m sngaii gamdr/n 
mdlmimmtfhiillitk arnahaint tirnl, wia tali nBar/.riigt inn, n>tt 
Lagmngt* ohm* waitaras naaajitirt wardau wunla, no ttrwain! 


• l.erwiM gur if i'ttUut infinite*inutl j», ItVi; Lr^*m »ur Ir t’al'ul Mjfr 

rmtifi | IH'Jfl), |i, U)f». 


tfl 


f\ I 1 , 
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thatsiiohlich die tragli**h»* ( a u r h y ^ tih* ,Ltf 

gegon dir Richtigkrif J«*n« r /u**if»'U Lap ran yt- v *r|im H v j«*tftnnr, 
Dnstu kt>ui!ut u«H*h, da » d;» » "* d 5 Li ,\ an 1 * ' -dim i h pn« 

thesrn In* i dirsrUt Alr.p'itfi' \< r\‘ unb r 1 )! n * k’»n; 111 *« I «lurii 
forderk grradr sit* ^rbru an! »! e *; **n tdm 4 v,» 1? iw-hr dru 
Zweifel hr runs. I Kim di dn A! 4 f" ^ 2 ^ ^ 14 / ' < 1, nn-h wrnn 
nir fiir jtnh*s rudlirhr n riidlkhr W * rtl>* k 4 a u t ta a!ly*iu* iuru 
mit n in s Uumdlirlir wind* »i* 1 u .* rfi*-a • <n lL‘a*l auf ji*dr 
beliebige mrht-guitzr nhv biakda Fuer’kn h hi ! », ■ *• lir^i gar 
krin (Srund vor, uu drr Kxisim.' \**h Fuii^f i»*ip n >/.n /w* ifrlu, 
bid welchen fUr irgrud urSrb** Wi-rtfi** a 1 «!ir /nuuhtur v«»u 

f im Lv u ) mit wiudiHiiidiiii « *»* \imk 1*4, »i v». V 1 A* fiir 

keineu noeh so klidinii rndlirkn \\\ ills k m-ir.» 1 *71?f Itttiurrhm 
blirb din MntfliMvit uurh fiir dir HirhUgkrU d* 1 n*» \ i»d li-trltfrr 
amufrehtenden rrstrii Hy|H»flt*\*r lira!* la ?y *udjtng*’ iiniii nirlsf 
Beispirlr drmrtigrr Ftaitrfsritrft /nr Hand Init !»• f*k Lain 
mr eudgUltigeu Widrrlrgmtg d*r laigt ang«’Vh**u Atrnrht ditmtif 
an, nnalytkrhr Aundrikkr /iJl :,n rrustimirn, w»*Irk- hutmui 
ihren l)iftrreutiidq»otirn!rn fur iilk Shdkn i-iur* lufrjudlrn 
a&tf&b eitfentlkh drfiitiri 4itd, mrlrltr *I,iarSI*4 dutrhguugig 
endliehu DifVrrrntiidqUHtiruirn r mdltrh* u k nduimg 
und die dnmmeh in drr tAngrbung nip-r %m hmmi jnii H lnii*ir 
valk‘8 gnlegenni Stidlt* a\> nirlil nartt dt s Tits i^r'a'Iirii Hidln* 
entwickelbar niud und mar *, 

«snt\vwU*r(l) wt-il ili«* TuvlorWh.- H> ih<* %- f [' */,’ HU■ l, m im-Ii 

$* 

Ha kltdiirH h nuivrigiit t 

odnr (2) Wi*il din Huuiinu drr li’Miirargirriitiiiii ftritir 

v/ s 

$*! 

fiir ktdn m»rh m » iilrin*^ dir Sfrl!r tiiiirrbmdrH 

IntiTVidl tliui WVnli j\j\, i hi Imf, 

Oksehon u« nich hiurbid wiwntlirh ntu *inr Fmgr dr$ rrrllr/A 
B uticbioncn-1 hooric* xtt handtdn nidudut, hm war »*h ilarli grrudr 
die 1 heorio dnr Bunatiniuui tom pit* jit Vnriiibrln, w-rlrbr di«* 

LitKgt mau nftmlbh in 4i*r Laura tttfp'nvhm Li *tm uIinni^ it*** T*»> In Vrlirti 
BatzoH von vorn herwin ntfttt rinns frrllrn InUn atir* mu u*h %ri u^n, 

bo bunteht ja gfiradti wit Cautihy tiWir ill® t-ufi f i t , hi lUnl ijpcrfl 

Gronsscm k«iuorl«i Xwtdfrl 




vnvAi niH taYL onVuiu* bFttit: 


nbthii^on 11Cilfsmitf« 4 1 :mr Lbs uni' d»s vorlnau ‘-'1 ’’ * : 

(lit 1 Hand <*ab. 

Von < 1 «t Krkonntniss atiMO'lp-nd, *I;t^** * at fm j - • 
(aurh nrllr Worths nmin^ondosi ( b*bi* t >iii' r -v'- - ^ 

blon »r dufinirtor aril hint 4 ! isrln*r Au>drnok tat ^ v r. *:• 
mm»vbondt‘s /vW/e.v /I narli !*of ru u, u * 4,1 

bur soin kann, falls db*s idtdtf .uu*■ ii tur * ’n > * r : * ' *' 
m*llr Intorvall in sirh aufnohm«udos r-?'uA i,,^ - f r — ' 

golaugfr y.unarhst I) u I b d *4 Uojmond* ;n? **"’,•* ’« k ; ■ • 

Kunution, fiir wrlrh<\ trot*/, d«T Kndltt'hk* •* alba 1 .10 • U 1 /* ; 

ret'llt'u Ajv vor■ odor rdrk warts |odtildo?on Ibib-i ; *. b*;o 
jt*dor mdlirhon Urdimng, huh dnu rb«n nn/*'>:* b- n- n 1 >' • ^ 1 
dor Ibugobuiig dor Stollo a* o da- Kn> ^ ra - bn- A ■ * ?, 
Potunzuit von j' r**tt v**rn /our hi tiH'njrv'kt •■ rs ■;* 

und fur dio sirh danu nurh imrhfm;rlioh dn / 1 o'"*' 
Mat*lianrinVt‘lion lloiho dims tm'lvAvv'.* h b * l 1 
also dio rrste Laj^rani^r'srho Itypoflt*- r d* furSo, b •' ;i.. ' 

Mit Btuiiify.tiiiif d**s uitmlb’hrfi t *? audio d n * , 
kiiryJit’h golunoon \ 4 tiubott omtarjn n u J*-- : j*’ - ' 
**rwuhnti*u Kuf ugori*' nnrlt s**l*'h*' :n »■.♦!i-.Uua' ;j, fh 
zwnr dio nnrh dor MaoLa tub iib^to n K» a?a* 1 b< - u .b P r * 
roiho Of mvvvtjirt, waluvnd do auf found do » mIo^o u ftm- • t, 
thourotisrln’U PrinotjtoH keint^faHs iinoli um tm < m 1- A* 
klohios roidlos Inlor\,»dl dt» j uv* M^»*nd* Paso ?n*» :^u- 
haliou kaiiii. 

Hit fitontdf mttdt db* ;u*eiU' La ai Hij.-ok-.--.,* 

Inufiillig’ orwiosou int, ho *’rs*‘h*uuf di*- Kndindtk^ u 1 t r f! 
onftitk|Uo!ituUon jodrr ondliohon Ciidnuna an *i» ? - 

nnd dir gloirldklB nUHtlrtb*kli*di tinfn *Iio fbi a 

XUtirlunofido (\mvn'*tt'nz dor K«*thr »b^ , i* v *amH ab* h 

* r • 

wnnhtjt\ iihrr kvinv?WY*jH itH riuo hi).) f b 4u: t i\ u„; !*<, 

4 Stilt igki'it dor Foriito!: 

( I) fuu l Id i* ,f ^ 1 h* 

H P 

* *’ tu»**r t JU*r* ioli 4<’S ‘V ■* } 1 **t ‘.vh^n l 1 ,*-. V b •■.■ 

Math, 4tin, llti, jou. j*, lull. 

f ** Zti* liirjinr ilii Tit % 1*0 *«r|s«II Mn-i |i s at1 v brn ! ti?n 

Itimrlintllkiblil llrO $*•§$,“ 4 roi liJ iu n |, |m'I 

V* b 
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Aufderandern Seite giebt die aus dem Rolle’schen Mittel- 
werthsatz folgende Beziehung (die sog. Taylor’sche Formel mit 
dem Lagrange’schen Reste): 

( 2 ) fix, + h) = h v + h n + 

wohl eine hinreichende , aber keine nothwendige Bedingung fiir 
die Giiltigkeit der Taylor’schen Entwickelung. Denn will 
man aus Gl. ( 2 ) die Giiltigkeit der Beziehung ( 1 ) fiir irgend 
einen bestimmten Werth h Q erschliessen, so miisste—da man den 
in (2) vorkommenden Mittelwerth £ ja nicht kennt—feststehen, 
dass: 

(3) lim h. 0 n = 0, 

n~ n • 

fur alle cc, die dem Intervalle • CCq CC cS £Cq + h 0 angehoren, und 
dies wiirde also thatsachlich eine hinreichende Bedingung fiir die 
Giiltigkeit von (1) abgeben; wahrend dock hierzu nur nothwendig 
ware, dass der Grenzwerth (3) ftir jenen einzigen unbekannten 
Mittelwerth £ verschwinden miisste. 

Dagegen erhalt man freilich eine gewisse Form der nothwen - 
digen und hinreichenden Bedingungen fiir die Giiltigkeit der 
Tay 1 or’schen Entwickelung, wennman, statt von dem Rolle’schen 
Satze auszugehen, die Beziehung : 

f (*0 + h) —f (%q) = f V (%o + h- a) da 

J o 

durch successive factorenweise Integration iiberfuhrt in die fol- 
gende: f(x 0 + h)= 2?^-^h v + R n , 

wo Rn = (^TI )1 J/ W ( x o+h-a). a n ~ l . da. 

Denn hieraus folgt in der That—die Endlichkeit und Stetigkeit 
der f (n) (os) fiir jedes endliche n vorausgesetzt—als nothwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Taylor’sche Formel: 

lim R n ~ 0 . 

n=oo 

Indessen ist der Werth dieses Resultates ein ziemlich illu- 
sorischer: das fragliche Integral lehrt uns iiber die Eigenschaften, 
welche f(x) in dem betreffenden Intervalle von x Q bis x 0 + h 
besitzen muss, so zu sagen garnichts. Will man diesem Integrale 
irgendwie naher kommen, so muss man Mittelwerthsatze an- 
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wnadna, untl ulsdann j'rlungt* man windnrum nur zu dm* 
La^raa^nVnhnn Unstfnrm odt*r iihniichna Ausdrunknn, dmva 
Ynrsnhwiiidna zwar hinrvichende, abur kniat* ted h wend itjen Ik- 
din^inupm linturt. 

A Is niazi^nr Ynrsunh, din nuthwvnditjeu mid hinreirhenden 
Ik'dingun^rn fur din (Jiilti^knit dnr Tn yI<»r snlmn Rnilu* in 
aadnrur Wnisn zu bxtrna ( imamr sn vnrstaadnn, duss t*s sink 
dahri Hcdi urn Fuartionnn riunr ivnllnu Yariablna lumdnlt) 

ist mir bishnr Indiglirh nia Aufsatz tins Hurra Id K Bn i^ # bnkauat 
)*u\v<irdun, dussun Rrsultat iadt*HM*n umiunr Ausiuht nauh zinmliuh 
viul zu witnst'hru tthri# Itisst. A us diusum (irundu !mhn irh 
dan fraidinlm Pmbluu* v«»n annum wiudur utdlfunummun and gluabu 
aurh vax uinur uini*(urnmasun bufriudi^nadua Ikkauig dussulhuii 
i(nlaaj4t zn M*in, din inh in fulgnadna Faragraphnn mitthuilun will. 

§2. Fie nuthwenditjen mid hinreirhenden Bet!imjnntjen jd r 

die (iiittifjkeit dvr Tn idn Fwhen Fennel. 

Lehrsnt:. I him it ttie fit r a* ,r„ endtiehe, /hr dns J nfervntl 
I j\, t A a' < j' tl I’ It) eindeufitje F Hurt inn jin') dnestetlhur set tin reft dir 
7 htyl n r\seha Farmt 7; 

/Cal , f^ (j \ t ). (x (a;* a'Ca;,! It) 

ct 

tntrr nnd era tjesrhriehen : 

f{l\, ( h\ AL l , (.»'„) .h e S (.(•„, A* (0 ft < it) 

„»<;• 

in nothwendlg und hlnreichend: 

{ t) dnns f {j) fri e tdte Werthe a* den t ntenndles f.r, t r ,r< a;, !• ti) 
eiudeuiin hestimmU\ eudlirhe !h'fFeeeniin/i(mitienfeit jetler emltiehen 
f irdnnmj bruit ze ; 

12 ) this#: 

lint l , /' •• (./•„ }■/<). /*•“ ' ’ (I. 

«-» « 

fhr idle Wrrilte |/i» k), wetrhe den Bedintjmnjen tjenihfrn : 

0 - h * h f k< H +. 

* ««Utirr ilk’ Ilnliui-aaiMiai ilt*r ilnr T»yIknhin * Math* 

Ann, till. X.%111. J». -fall. 

f IfHiniirr uniHft il«-r (imi/suaiilrurk fur ntfr h l 1 

j/rliritrft Infrr^ulIiH Knit mmvetfMen, V|il, f ; M*nh, 

Inn, H4. m*iv» ji. f*‘J If. 
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UBER DIE TAYLOR sniK REUSE. L M Ja 

rinr rvwissr (tvrllr) rtii'trfoui'f rinrr Xtrllr ym furmulirru, 
bri drm obm an^rrrhrnrn Katzr mit vullrr ttur \*»n rinrr 

cutsrititfrn atm irimnd rim* KrnUrf zum4 ym tndbu, drr rn-his 

sritipni . Xttchimrsc/ntjt vmi dir Krdr ts|, Ikt «*h ri*’h ltt«*r 

niimJirh wrsrntlirh tint Fundionrn nr!In* Yariahlru huudrli, 
so win I dir Funrf ion aurh wcnu man sirh dirsrib* - fur 

dir tvrhfr and Hnkr Narhbarsvhaft. von >r H durrtt rinrn rinhrit 
lirhtui aualytisrhm Au>drurk (narh Art rinrr F*»uft«*r’ »‘ , it«*it 
Krihr) j^rurbrn drnkt, fttr dir bridm NarhharHrhuft rn \nit j\ 
vollkonuuru rvrsvhirdrur Ki^rnsrhuftrn brntf/rii loauirn. \\ «iitt 
also aurh ftir positin' h < H rtwa dir Hrzirlmm* hrstrjit ; 

/V., 4 ft) 2 bnd/A 

* a 

hu braurltf dir Snmmr dirsrr nafurtirh anrlt fur an/u/bv tnuinr 
risrh Ulltrr H lirurudr) Worth** von It t'imvn'*jit't'nd m lb-dr- 
ftir // < 0 /air Fuurt itm f{j\, t h) ntrlt! dir t'rnmntr /,tt 

habrn Man wttrdr also drtt fm^lirhou Saf z /avrtfrII*•-» -h nr/ 
fassru* wrtm man run runt lurrin dir nutlnmitlipm und hmmrh< 
rmlnt ! ♦rdiui'uni'ru fur dtr i iiiltiukrit d»*r Ta\ luFarhru F* *nur| 
vutt Fii,(riisf'haftni ahhnm'ii( murht k \\<*lrltr ftJ i in d*r c/iin 
suit ij^un ) l * mtjrhuinj rittrr St rib* *#;, brMi/J , da - 4 r!i dtr**r /.war nk 
hinrvirhnul, daj^r^rn krinrswrj^n nk nuthirrntlip » i w*-ra u win d* n t 
fa IF us sirh mtr Utu dtr Fnl wirkrlbarkrtt ftir rinr Xarhhanrhaff 
Volt J\ t huudrlt, Ibt^rrru hat us liri <b*r hfrr ^rwablfm Fummi* 
drs Xat/.o* utfmbar garkrinu Srhwtrrtgkrii, tluftsulhuu /utmrlnl 
ILttrlt ilttf Urgutivr Wrft lir Vutt h YM tibrrtrarrli find rrltbrr'dtrll 
dttrrh ZttHammrn^rfzim^ drr brfrrflrudrti Tltnl UrmltaU* ftir 
rinr ZWiUNrittgr N arliliarMrllliti drr St**Ib* J‘ /A /.tt furttttt!tr»ui. 

Wan ntin frrtirr drti analu^tui Sjtt/ d*M tlrrru Kuttti*; b*'ittll"F 
Hu tmtiTHrltridri 1*1* hii'h aUHSrr ttt drift rlimt hraju*n’hi*nr!t tiiiti 
uitiigi*n umirrrtt Ibmktrn vun uudtr nntrrRuurilnrtrr {b*d*ut?un^ - 
vur utlrm darin, dam ttutrr drtt brf rrffrndrtt Hrdtu^uit^rn d^rf 
iiurb rinr rrHidtritti, wrbdtr mil Amvrtidntt ; ^ d**r ha*r grbrattrbirii 
Ilrzrtcditmngrit fuI^rttdrruuuiNMru brnfrit wttrdr: 

* Irh lint la ilrf lintt tin uu* irli /g-i ntnU t^i t n-h'^nUr-ii 

n wi rdi*, tmlM’.H’htiittkt ititfiani/i*Inn* aimhn srhr Au-Htm**!,*' 1 1 ; nu. .»*?«*#.* u t 
Wrlrlli* 7,, If, rrcht* V«*U 4**r Xstll'tlrll** tlri St »** Ert tt I «■ ill 

wirkidlitu* ratub ttahr«**ti4 Htttiim*’! tar * m*'ht tm 1*? tin! ti*i nW% 
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“Es muss S(x, &) = 2 f {v) (x) . h v als Function von x 

betrachtet gliedweise difFerenzirbar sein in der Umgebung jeder 
Stelle x, welche dem Intervalle (x 0 = x < + R) cmgehort , und fur 

cdle positiven Werthe h, welche der Bedingung genugen : 

x 4- h < x 0 + R” 

Da wir nun aber von den nothwendigen und Jiinreichenden 
Bedingungen fur die gliedweise Differenzirbarlceit einer Reihe. 
deren Glieder beliebige Functionen einer Veranderlichen x sind, 
keine genugende Vorstellung haben (wir kennen eigentlich nur 
hinreichende Bedingungen hierfur), so wird durch Einfuhrung der 
obigen Bedingung der Werth des betreffenden Satzes geradezu 
vollig illusorisch. Dazu kommt aber noch, dass auch diese Beding¬ 
ung noch nicht einmal ausreicht, um den Konig’schen Beweis 
zu einem einwurfsfreien zu machen. Wie Herr Stolz* mit 
Recht bemerkt hat, ist dazu noch folgendes erforderlich: 

“ Es mussen S (x, h) und gleichmassig stetige 

Functionen von x und h sein in der Umgebung jedes Werthepaares 
(x, h), welches der Bedingung genugt: x 0 £x^x + h<x 0 + R ”— 
eine weitere Bedingung, durch welche der Function f(x) wiederum 
Beschrankungen auferlegt werden, von deren eigentlicher Natur 
wir garkeine Vorstellung haben. Wie nun der von mir aufgestellte 
und sogleich zu beweisende Satz gerade im Gegensatze zu dem- 
jenigen des Herm Kdnig zeigen wird, sind die erwahnten 
Bedingungen in Wahrheit durchaus uberflussige : sie sind nur 
nothwendige in dem Sinne, dass ihre Existenz stets verificirt 
werden kann, sobald die Gultigkeit der Taylor’schen Form el 
feststeht ; hingegen erweisen sie sieh als nicht nothwendige 
insofern, als es thatsachlich nicht nothwendig ist, sie unter die 
Voraussetzungen aufzunehmen, welche die Gultigkeit der Taylor¬ 
’schen Form el nach sich ziehen. 

Beweis des Lehrsatzes. Dass die aufgestellten Bedingungen 
nothwendig sind, ergiebt sich folgendermaassen. Angenommen 
man habe: 

OO f(v) ( T \ 

(1) f(x) = . (x - X o y (x 0 £x< X 0 + R) 

* Grundziige der Differential- und Integralrechnung. (Leipzig, 1893.) Bd. i. p. 110. 
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ho folgt. zunaohsf, daiait dio Koiho uborhaupt- oumtt Sinn habo, 
(lass dir(,/\ ( ) (fiir jodos ondlndm v) oindotit ig host immt«* mdlioho 
Wort ho hubon iniisson ; sodium abor, dass f{j') fiir das Intmaall 
(u' u r ./'<*/’„ I It) als Summi* (dun* oonvorghvndon Hriln mmh 
Poton/.on von (.r—*r,d oindotit ig hostimnito, ondlmlm 1 HtToivniial« 
quofionton jodor ondlirhon Ordnung bosit/.t. Sot/.t man sodium 
ill (1) in dit* Form: 

( 2 ) /•(.*•„■)■ !>) = i* J "" { f' ) h r <»» - h < Hi 

o a. 

ho folgt dass: 

0) f'(u\ t h d* k) * H v ^ f h'Y fiir: 0 * h I A** H 

i) v ! 

odor woim man narh Poionxon von k ordimf* wan smlmr goal at tot 
ist, woim man h nnd k aurh oinzoln ^ 0 nnnimmt: 

(4) f{j\ t | h 'P !c \ - | 

n 

Da abor aus (2) folgt: 


so goht (#1, (4) in dir folgondo tibor: 

* f |A| i 

(.'»> /(.'•„ f A t /,-) 

u 

Hodm-’H in dor That : 


XI 


(.'■J f 

a ^ 


ix:' 

v,/ K 

A 0' 

XC 

* /.A 

(0- h 


h | A- 


(I?) 


1 


lim t / im (A t l-li)k n -oO fiir: 0.* h ? h t k 

» ./ n \ J 


It) 
- H 


wordmi muss, win os dm Hodiuguttg (2) do* iumg r *| , r ,l, ’! |l ‘ ,lr *t 

Batzos orhoimdit, 

Ifni nun fbrnnr dio vorstotmnd*m Hodiiigtmgon nh hinrmthtmtl 
fiir dio Cbiltigkoii dor Tay lorVlmn Koriiml zu orkofumm bomoiko 
man zunnolmf, daws aus don sub (I) aufgostoiitou Ifodingnngoii 
tint Hfllfo dos gowblinlirlmii fnog, ItolloWhon ) MittohvortI imuSji**h 
dio folgondo lioxtohmtg edit* TuylorWfm Forinrl mit dom 
LagrnngoWhon Uost.glmdo romdtirt : 


(7) 


„/V f( I I*) 


n I 

V». 

ti 


,*'*»*■. 

n ! 


wo fiir jodoH /# dor Wort h v<m 0 dom l ntorvullo fib 1 f angohmi, 

Da abor, falls dio Itodingung tbi bosh-ht, dm*on UoMgh*-d fill 
n - x nnd jodoii dom fntonallo (ti t J) aim*diong«ii Wm?b I 1 
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nirln*r vararhwmuat, fulh i\ tl , hn*b-\ man minm-laa, da*^ dm 

Ba/.irhmig: 

(8) 


/U\, f h I %" 


i ' S 1 


i: 


(irOssa r 


111 u 

i 111 » *'! 1H ' jti i. 

dttU* 

111, • 

=•• li* ip A. [ t 

linrll 

i a 

s all j-4, till* | 

nan 


hat dahcr; 

t!, > /m.) ;' 1 ;:i . 

woht'i tilt* batraftrUtlr fi*‘t!m r*fn*tmtf! hip! 

wi*iaa difTtavn/irlmr is?, .d*>> - 


( 10 ) 

wircl. 


/■(- 


M v t ' * 


»*■ V i 


I’m tutu i|<*u !.-h i i a , s, u , , «, U(i 

man ji'tzt. Htuft- vim i|«’r Si.-l].- .j. m uu,!,,;, t .,,, u f r 

atm. Man frhalt danit ^i-mtu sm, »t<- .u t 11. *", i 

/ r \ » </' r * «) ' I>h i 

(li) /(.«•„» 2 -■ a- . ;■ 

and i*rk«<«nt mit. Huff.- *..« Id, nit, *|a > U* «i tin ■„ / 

HirhtT viwinviudrt, lull-, k : * ,, „„ SJ » u 4. •••• d.w, :d-„. 


(12) /(.r„ 4' 4 *) V, ■ 4 ; ' ... * : , r , » , I. 

llir {),* 

Nun i«t itttdiTfinmlH: 

uad dit+Ht* Uiaha duff, fttilimgr ^ t- l * {£ (t |n U ??mln v fur 
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positive k f- * y naoh Potenzen von k geerdnet wordon, v» das-** sieh 

,v(, '' + 0 .vJ^/OO fry *) o 

v2 Yh ) ; (T i m 


eroiubf 

O 


i> ( k x (ii.’tfh <!i, 110)t 

ii X.! 


, ,S' 


Mit Beniitzung dieses Result at os lasst sieh uber ( U, { id) 
jetzt iblgendenuaussen sohreiben: 

I 4- /•') ■ S (•!'„, /■•) fur: Or *' 

odor, wmm man ^ k -■ h setzt : 


(Id) f(j\ t | h) h) fur; ^ * h * ^ f * , 

sedans also in Verbiudung mit dem oheu duroh (<k ( H) durgesf ell 
ton Rostdtuto dm Uillfigkeh dor fragliehen Rr/ielmttg nmmmbr 
orwiosou ist fur das Interval!: 


o- *• .> * 

Dtmdi Anwenduug dor nttmludmu SehluNMveise kuna man 
jetzt, von dor Stolle a;, ) f f nnsgolioml, diem-u C ttdf igkmm* 

m *r 

bereirh nm die ( * rosso 1 erweiterm u, s. f. sodas* man also dureli 

o 

(m I )malige Wiederholtmg dies*** Verfabrens ids (Jultigkmm* 

boreieh «It*r Uk (H) erhulteu u tirdo: 


r r /* it r 

t * ... i r 

-m w 4m 

Da flier m beliebig gross gedacdit Worden kanu, so fulgt 
HoidieHslieh die UUltigkeit fiir: 

0 *■, It < t\ 

unci Humit auoh fur jedes h> wololms dor Bedtugimg gonugt : 

0 A. h < H % 

da oh ja ftir jodos h < It humor imeft uuendlmh Dole ( ]|nv,rn 

r giebf, hckIilhh h < t < 1L 
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Hiermit ist also der oben ausgesprochene Lehrsatz vollstandig 
bewiesen * 

Zusatz I. Aus dem obigen Satze folgt, falls f(x) fur das 
Intervall (x Q ^ x < x 0 + R) den nothwendigen Bedingungen be- 
zliglich der Differentialquotienten gentigt, als hinreichende 
Bedingung fiir die Giiltigkeit der Beziehung 

/(«0 + A) = i> hr (0 s A < R) 

o v I 

die folgende: lim f [n) (x 0 + h).(R — hf l = 0 (0 £ h £ R) 

oder anders geschrieben: 

lim —jm (*' 0 + 6R) (1 - 0) n ,R n = 0 (0 £ 0 £ 1). 

n = 0 n • 

Zusatz II. Will man den Lehrsatz anf ein von der Stelle x Q 
nach links gelegenes Intervall iibertragen, so tritt, wie man ohne 
weiteres erkennt, an die Stelle der Bedingung (2) die folgende: 

lim (x 0 — h) . k n = 0 fur : 0 ^ h ^ h -h Jc < R. 

•32,= CO n • 


§ 3. Beispiele von Functional , welohe trotz der Endlichkeit 
oiler Differentialquotienten fur x = 0 nicht nach der Mac Lour in - 
’schen Reihe entwickelbar sind. 


Zur Erlauterung der in § 1 gemachten Bemerkungen liber die 
Hinfalligkeit der beiden Lagrange’schen Hypothesen betrachte 
ich jetzt den Ausdruck : 


( 1 ) 


/(*> 


:2* 

0 V 


X v 


1 + a^x 1 : 


wo a und \ irgend welche reelle Grossen bedeuten und | a | > 1 
sein soli. Die Beihe convergirt unbedingt und gleichmassig fur 
alle reellen x, in’s besondere auch fiir die Stelle x = 0 und deren 
reelle Umgebung. Dasselbe gilt fur die durch gliedweise 


* Der Beweis des vorstehenden Satzes lasst sich, wie ich neuerdings bemerkt 
habe, nocb merklicli abkurzen, wenn man statt von der Lagrange’schen, von 
der Cauchy’schen Form des Restgliedes ausgeht. Man erkennt dies unmittelbar, 
wenn man die Bedingung (2) des Lelirsatzes in die Form setzt: 

lim i/M (x 0 + 6r) (1 - 6) n . r n = 0 

fur jedes r< R und O^0^gl. (Eine ausflihrlichere und in gewisser Beziehung prae- 
cisere Darstellung des fraglichen Satzes ist inzwischen in den Mathematuchen 
Annalen , Bd. xliv. p. 57 ff. erschienen.) 
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DitVuivntiat ion damns abguh*itutt*n Hullum, soduss diusullnm nm-h 
oinom hokanntru Satzo uurh wirklirh diu lHfh*ivfittnh|nuf tritftij 
von /{ r) darstullon und sum it, \vi<* /{j*) sulhst, iur j«'dt*^ u»»rli 
so grussu rndliohu n ondiirh und strtig sind. Man hildri dm 
luixtmvn am Inniutansitai, wain man zunurhst f{>r) in dm l’**rtu 
Hvt'/A ; 

f{j'\ ^ j * t _ * 1 ^ 

* ‘ *2i 7\ a ' (nV — i a\r | /1 

wornus olmo wi-itrivs folgt : 

1 ' k v u mt (ii\rlif tl -{ttKr-i) n * t 

J 2i T a! 1 I tt’***v l 

Fiir a*-- 0 hat man dahor: 

<;»> IS} 0 '-** 

K \J' !m "jO) 0 y Jm '(0) { - 1)’" . Vlm) \ . 

Hit thus iTgii‘hl. sirh hIht, <las* ilic unfit d'T M ho Latin n’sohcu 
I , 'nrmi*l flic f(.r I ^ohiliiot** Putnizivihc, n;imlioh : 

1-0 ^(.r) v* | 

U 

flit* jatloH norh hu khdfm a* sohadd X > 0 ginviihlf ward, 

Doiiti man hat in diosnu Ftdlu ; 


Sumit htt'ilt dm Itrifrn ( 1 ) fur X > 0 **iu otlVnbnr smltr oin* 
fitohfs lioisjanl idimr Ftinrfion dm% wrlrlm an d**r Strllr .r 0 
und fiir jnh* nmllr Fmgidmng duiNulhm rimhuttig hr*! iinuifi* 
und rndtmlm I HUVrontijilijiiulionfon tmnit/J* und dmiiiorli nitht 
nnrli tliT MurLuunn Wlmu Itrilm outwirludt wurdmi katm. \u*\l 
dioHolho fiir judos iiorh mu klftip* *r thvnyivt. 

Nimmt man jnf/,f hifigt'gott fur X oimm Worth < 0 mi, 
tU«u (X tun Hchti*r llnudi wird, »i orgmht airh : 

liin y 0. 

*> - 

Milhiu v.mmrtjirt xiuxmmhr dm limlm tfiy-i fiir judo* uurh *»* 
gmmi* a 4 . NiohtHdnNfowouigoi* kiutti ilm* »Snmtnu nirht nut d*-r 
uramguiidrn Fiuuihm /Can fibrivtUHiiinmni, 

Man urkuimt di«*H Hofort, fid In man 11 * *r Variidih-n -r nm-h 
mtmplum Wrrtho hidlrgf, l)i«* li»*ihu t 11 Mrlti dairn mndi «*im in 
huknimkfii iSntzu dt*n Harm Woirr.HlraMa our aimivuarh* 
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Function del* oontjilexeti \ m adden j dm util •!< n :iiiH-,-rn« -..-nllich 
singular™ Siellen .r t »'. ♦ * *■' " ! " 1 <!< r »t!ioh 

siiiguliiivn Sidle it tad Uanim.;.; gnnki -l.-r SMI. » it ■ fiir 
wacliscude «»)*. Sic kaitn ak>> kdiieSkl! I'm n^.-icl • in. e„,« / ,/,..ir 
Vin(]t'bun(] dor Nullstdic uadi I’l.t.-ii/. n i*-n . nivtirkdlur Mn 
urnl nun* bdciuuitcn Sjit.'i-n ul--r dm !■'■■«■> ■.■■f.-uinr ninth tiseher 
Funetionen ergielit nidi "ktiui. dav* dm 1 •> .’!> liung /1 / i 

fiir Mn Rot'h so klrim-s M».7»r>< ■ '"/<■r o-m'-. 1.'Mere 

also fiir kdiit* nodi s " klciic n-Ah' ii>-r Sidle 


x = 0 stattlindeH kaitn, 

Olirigcns liisst dch die Nidit nirtrHnumutitm.; i.<n ft.n nnd 
<p(:r) wtmigstciiH fUr Wert lie \«n >i. dm >ni.- geiu-.-t.- iiriWse 
eiTciclicn oiler (liters eigen, undi gam- duvet imehtteVe-n, ..hue uuf 
din Theorie tier Fma-itoni n enntjd m•> \ hi mM. n /u l.vmriivn, 
Setzt man etwu X - - X' mnl X 1, ••• idgi mm <11. lit. dax-t 


fiir jedcs w: 


/(.d> 


1 


1 


1 j .S l * trj ■ I t 
und aim (4), dnss ztuu iniudostt-n iui ] .c j -* 

t}»i.n » »• *, 

(liebtf man jetzt ajieeidl .r d>-n W. ilh » 

, . 1 1 

i'll.. 

1 -k 


1. h. 


1 

l f «! "‘J 


n»» « II4 : 

f? I 
t? I I 


und ckher : f\n nlm.» > <|# u* ** 

" i’ 

aobald; ** j ^ t f 1 4 h. »i ^ ! 

tt + i r * 


Ann dor Nielti-lli^riiipfiiniiiti!!^ \<*u /t.<i nnd #!xt fiir 

irgond fine uitmgn Strlk x ImM datm attrl*. wir i»*h in di r 

obem eitirtnn Abhattdltatig btlir li'dtglirh 

mii Htllfb (dniuouturor Hat*/x hum tlrr iwllrn lMiiir!f4*nrii Tlimrit* 

orHchlicmm, dann din Bo/ndum# /ui tfnx§ fur In-in n*»di h»* 
klemt\H Intervall in drr Main* *lrr Nnit^ltdl*' ®hittfmth-n tmm, 

])a din hiur butmubfuix Fiin*ti*«ti /i./i, wir $rh diw 

erste bt‘kaimt(‘ BuiHjiiul iuium mit nllrn A!d*df ungm m**lil drtijjiri**n 


# VgL himilw iiiiiiiwt ulxii mtirlr 4Ii!iiiiiili««ii| s Jlailt IW, %i u» |* till# ff« 

f a. a. 0. p* MM. 


VHKli l>IK TAYI^OU'SCHK HEIUR 


;ton 

arithumtiMdim AuMlrurkos darstrllt, dm ind: dvr < 'unvrrtjt n: dm 
M ar La u ri u srhiit Put wu*ktduiti( dmnmh nioht mil dmm Sumum 
iibmrinstimtuf, so sidiim <*s mir nirht mimtmmsitif» tdn*r 
dm Variant* voii /{j'\ tmd </> ( r ), muumt lirh nhm dm (<rud d«*r 
Aburirltun^ z\v isehan diasm haidati («rus.su u, mit Haifa uinur 
^rnphisuhan I hit's!ulluno ainu duutliuha Ansuhauuno; ztt gu\v imam. 

1 ii dur lH‘i^*^rhrnriu auf inuinu Yuranlasstmt* von Harm 
1 >iutn hurpustulltun Zuirhmmg I’mdrt man <lit* Chtrvan mil. dm 
Ordinatm : // 2 /{h - ) tj 2</> {*r) 

fur das luturwdl 0 * ./■ * I mid dm Paramutur-Warthu tt — l» v2» 
2, 2\ 2, 10, \ loot), / durmast allt„ Pur don undutvu Pammotur 
X wurdu, als fur dir Huuhnun*» hasondurs boquum, dur Worth 

ttj\ i,(»*\vidilt, n»hIh*s also: 

* { /f/ ki Jr I * 

/ V > S> \ . t . .. .r) ** 1 > { - ir.t A r 1 '' *r Vi ‘. 

» id 1 * f (i 

l)i«* suhttar/uu hubun sOdlun dun Variant’ vtm 2/’U*). dir 

jmiirfirfm dun uni 2<|if.r| dar. 

Pur u l falkii f{>r) mill nnuh zumumuau : limn urlmlt 

namliuh fiir a l ; f'(J') ^. 

2 l f j- 

tmd f Wrlilgnlrun fUl >r : < 1 I aiirh : ' * 

, t 1 1 

,M - r ‘ 2-il,"* 

hImi i/ #/ dfttvh run’ C -ttrvu Olur ( h’dnumjf durtfustuHt, 

l ! >0 

Pur dan aitdmv K\i)«mi a r wtrd f\*r\ . * # also 

I f j' 1 

// ■ - 2f’t.**) di» * ('m vr :ifrr i hdmm^, diu hum dur ohm 

rrwaluifm dun-h h*|*iwdtidor Ordifmtou tiurvorgohf ; da 
n i| 2t|i t j ‘i 1, aln mir Pamilrlr znr A" Axr im Ahataiitir l, 

Zwinrlim 1 1 m- ii t»*adim Kuivmm %«a*laitf«ai nnn i!ir Cnrvrii 
I*t*4 Ikirauirfm W**illirn vmi a tmd ra i^t klar ( 

amd* mu Blmk anf' da* drtiiiir**ttdm ftmfim lidni l iLihm dir 
Bnrrgiii/ /mm-limi * 1» n / mid t|i4'mvm mir n lirnfandig 

/jlllimilll. Pill i# ‘i |:^| n\r hid J‘ 0,a !4-<t daH 4 i n|r h«d 

d<ait ii!df t'U ItlaaMa I th« uhi*rtiiiiijif lilt’ll! lut'i khrli , tmd aUrh 

umfrrlmi h«*s * I m-. hr uu« r!i»diltrh, Ihu^mm zi<dif Hiidi Ittr d« u 
fit»p[»r|rtii Wrnih o k J‘, ’* tin* tp (hn vr triton a**hr ii.dn* au dir 




ALLGBMBXNE THEORIB DER DIVERGENT UNO 
CONVERGENZ VON REIHEN MIT POSITIVEN 
GLIEDKRN. 

^ VON 

ALFRED HUNC3SHKI.M in MUNDHKN. 

UntKK olugum Tiful haln* irh im Ifiuidu t|**r Mathmmti 

Hchen Annalen * rinu Abhandluug jmblinrt, in wrlrhur rti dvn 
W ranch muchtu, luintutt dur tanker bekannieu, dtuvh vtwhir 
denartige KuustgrifTe gewimnen«*n Divergent and ('unvergm/. 
Ivnterien, huh vimnn finfaehen, entiMinjurut dnirhgrfUhiten 
Principe Regeln vim griisstutiigUrher Allgememtndl fibMiletfm, 
wetehe nirht nur idle June frUherrn Rtgelu ntn sprvivth' Faltr 
enthalfen, nuudern nurh iluvu btdier mehr uder m ringer trr 
borgenen Zumtmmenhtintj drutlieh erkrtinm bin hi m uud no del 
Lehiv vun der Diverge*!/ uud CAaivergefu der Rnfim emt deft 
Churakier einer fulgerirhtigen malhemaf inrhen Theurtr mb-ibrii 
Da die lecture der fmgliehett Abhaiidlung wrgrn itm-M mrlif 
unbt4mehtliehen Umfaugen virlleieht nirlit nurh jetirrumstmt 
UimehmiMtk man nmg, .no glnttlte ich, bet der fur die gewMntiil** 
AualyniH fundamenfafen Uedetttung tin- Redienlehre, Miinrluu* 
vudleiehl eitiett IliniHi m lenten, **etm irli isn Mgrudeii ntnii 
kiirmvn Ammg huh d«*u bei-retl'emlrti Ufifiu^mdtttfigefi imuhrtle, 
und /war niuli? in der Weine, die« ieh fiber *illr Kigvlmr ’»» 
dernelben lediglirh iWmrr t %irtinr!ir, mi* b imf de* m // e pf 
liemtltute heachmukcud, diene in ittogtirlfMer Kur/e /u 

tintwicktiln veratudu?. Hull ht<runeh iitirti drr fulgrnde Auteit: * m 

* lu *4. O, §*. *§if? ilttl, ilniiii j »!««, IM um |> l«M tin 

2n 


i% P, 











306 


xunm > na kusiikim. 


von dor genamifott Aldmndlung ' m ^-tt aligoHohlon. 
mw Ctaozr Widen. so wvrde i»di /.tun Zxwrlv Hwa 

wUiiHch*‘iiHWorth erseheiuendrr Krtfnu/ungvu bvl jut^mder (»o- 
legenheit uuf jme AMmiidluug iituwtHt j§. m drtvn Kmloitting. 
wie ich hier gletelt ln*inorkrn will* nnm an»*h eiur juH'nhrliehe 
Kritik dor auf dioM*m Uoliiotr nnr bi-kunni gruunlrittn \\*mr» 
beiton, IxxH besimdon* dw vimvhhntiitvn t ^ferMiehtingrti Du Bidn 
lieymond'H fmdet*. 


| L AHtjtowUw Farm tfar Ihrvrym:* uml f 

Kritemn , 

1, Bt»w*ic*hm*t nmn rift filr nllrsiiiil »in** nm n'>*itivni Ultodont 

» * 

beatehende, bereits 

als divergent erknnute Krihr mil 1*I* odor Y*lK 1 
„ convergent if * .» .» i |f r *. 

HO folgt ohne weitere*. da*B ei»r ht'lidbj rmydfyfe H* i!i«- %ti ¥ mil 
ponitiven (Uiedern 

ilirttyiri, wrtut : if* 4 il r *$*, 
eimwyiri », n r ' *v 

Eh ergebeti ttumib die llr/ieliungen: 

flint > 0 ; />* 

^ ' |lini * ’ * : f 

Dies int der mnfuelmi 0 TypttH dor Kritwivn msfrr J if, 

Xnt filr Irgettd vine Wiih! v«m I4 l*e/,w. f'* 1 

lim /),«**»() odor unbent immt init dor utitereii Uivn/.e 0, 

lim tX*3C „ » „ uh'Vt'tt tt *, 


# a. &. 0 . *>. »iw—m 

t Mi tadten# mtah itaelt l>a U«»i« ll#ytiio«$»r# V«*rtfiMt?te tin Hrj)rii*h««aiti*ii; 

0) AW-3/*W PI p| 4 PII-/ 1 PI 

urn auftaudritakaa, 4tM§it ? 

lim 
*»«*» ® 

(Dabtii bmneM Im Falk P) 4tr fraglMi** liiii?« tnm*n ifUjrawifim r^i4lirlini Wnth 

m taton.) 

Ferner noil dia Bpxklemg; Um/p) * m 4m$ /p) tnilor Uwr 

endlichen by hi. 


AW 

AW 


HI fi 

flf win ll»r|| 4 

Pf f 
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so vemtffen (He betreffenden {Criterion. Die MiUjUchhit, with - 
samere {Criterion horznstollen, wird alsdann gegrben Brin, falls 
os stein golingt (Jrbsson I> ¥> 1 f v unzugehen, derail, dans: 

/) r . 1 ) (! 

in wolehem Fade wir die Reihe SD# 1 hezw. Sf* 1 Hthwnvher 
divergent bezw. ach witcher awvenjvni nenuou, ids HD V 1 bezw. 

SC/'. 

Da sodium: 

l) ¥ a v c- D ¥ <t ¥9 «e hut man niUtflicher wrist): Ilia iKu* >d 
<?,«*-3 >. »* ,* Hm (* r a p < r, „ 


Neben der #///> (I) uufgesfcellten einfurhstm Form tier {Criterion 
erater Art kaim man noeh brliebig vielo andere bilden, indent man 
nieht nehleehthm it ¥ mit d ¥ bezw. r ¥t sondem eine jiaHamdr 
Function F(u ¥ ) mit F(d ¥ ) bezw, F(t\) in Iteziehtmg set at. wobet 
nur jene Function F bo gewiihli sein muHs, dans aus finer Uezieh 
ung von der Form F(j\) > F (#?) slots amth ttuf die iteziohmtg 
a\ >a\ gosohlossen werden kann, Auf einer demrtigen Dmforttmug 
der Kriterien (I) beruht hfs besondore, wie du'h spider noeh in 
concrete zeigen wird, die Moglirhkeit, an Stelle von getrennteu 
Kriteritw-/*uuren fur Divergent and Converge!*/, diujumiim 
Dapptul-K riterien ernirr Art ttufiatstellen, hei deneii the KiiMehoitb 
ung tlber Divergent nnd Converge**/. von der Prtifung vinvn 
einzujm AusdruckoH abhangl, 

2. Ktatt a ¥ direkt mit d ¥ bezw. r ¥ m vergleiehen, ml m 
zuweilen /Ur din Hrchnuntj (mjmmiet dan Abnuhme-Verbal !uxhh 


mit deni tmtsproehendon 


«*U . 

rL 


IK 


IV11 

- - wr /,w, 

*Kit iV % #11 


l«*zw. 


\ 

n 


ill lie 


(t ¥ 

ziehnng m bringeii, Man erkeimt leioht*, dans die (ftlr idle a von 
irgend tuner beHtimmten Ntelle ab) als gtilfsg angiuiomimuie 
Relation: 


i 

Up-44 

tip 


II 

71 


#*41 




lHvergma 


(hmsenjenz 


* cf. *. n. o. f. ana. 


•>ri •> 
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AI.FUKl* I'lUNiiHHKi m. 


von 2<r» zur Kalgr lmbfii Hi i mu’h i i^i> l>! sji-h w ii*(li>rum : 

film ! D, " ~ IK . i ' < 0 *tK him fHi t i t« • / h vritjvn; 

\ ^**14 


(II) 


lim 


UK 

V «n 


/* 

\ ¥ I 


■0 




ouvrtyrnz 


Wir bezeiehnon dioM* Br/i*imttg*'fi » b* Kriimm :\#nfrr J#f 
Auch hior wird Imitn Wr*<ig«*n *dn«^ sHl>*h* 4 o Ki tt^rtvndhmrvn 
die Mbglichkoit, unrkstunrrr Kntrri**ti zn tmnstruuvsi, wtr-dmint 
m( dvr Hcranzmhung Hnldmr 4K. *\ Urnttlmm wt*U'ht« 
schwdclwt dixvrgmmlvn Im*za\, i*»»mrrgir*iitl«*n lUthvn fifigtdmmt. 
Pernor HtrlU'ii, iibnlich wit* nhm, dm IWirhnngmi i II i nnr dm 
dnfttchden Tyims dvr Krilrrmit /awotri At! dor. mid mutt kttutt, 
indem man wiederwu an St«dl** dm m IMratdtf kmnmmdm 
UrbaHen jmsrnde Fumiionm dm^*db» u i tnfnltil* mcli tttitttittgfitrlti? 
andero Pormeu soleher Kritmrft erzmgrii, 

3. Man kbnnte a«ddtof#4ttdt irgmd mtAdm $nv^nd go wiihlte 
Function van zwei nd**r tmrh l*dbdng \ i<i»-o <Ilt»*d»'t!i n ¥ mil dm 
unfcKprochunden dvr </* hezw, t\ m IWirhting ««*t „*«•*!, nm tbimttx die 
Divorgonx bezw. Houvergeitz von S4 /at mtrhlmaMrii, Attn der 
onbegrenxUm Anxahl von Mught hknl* m «*dflm m*h ititf dm#e 
Weiao fUr din (kmat rnrirnu weiteivr Kfitmmn Pm mm rrgrtwu, 
babe ich in dvr obrtt rtfirteit Ahtmudluitg /.w«a hmatHg*<gnftm 
nnd die kAritflVttdeft Kriterieu al* vrmnfmi^ Ktitenm mmfor 
Art uml ala aokho tfrittrr Art ltr^*trltnt4., 

Dio Bildung der ewlmm bortthf danittf, dti'-e* umu •iiiiii t|**M 
Quoticntcm zweler et$mmuli$m 4 dmjmigmi /armi Mwtwj tmt/rmim* 
(Hinder odor auch denjenigmi xw» tar ((ttml^rtfrnjtprn ttt Ibimaht 
ziehtf: dicstm Verfahren ItefWfr imr u. <t imvh jmr M«tir aHgt** 
moincm Kiitorien* wtdrhe tittf vbtlig andmvttt Wag*- \*m Harm 
Ermakoff xunrat atifgoi4t«41t wt»ntrft utipL 1m t**l tntr naiirnititg^ 
gelungon^ dicHtdbtm v«nt iditor ittitmi tattrft in tir*r %*m Harm 
Ermakoff gognbutnm Durntdlung)iiiiltiif!rtp}rii # mdu 11 i^ntiltflint 

* Mftn fiudot dbitillitstt Iwitig ittttiii m* |fr.m' i iiiir|*-S4 


lim ( 




IK 


11 


tUvtf j|rfi« 


lim 

t a. a. o, p„ 


'VM 


Pi t 


k) '*>■ 

^ U t 'i*ni rr-jrHj. 



inWM BKIIIKN MIT BOH IT I YEN’ UUKOKEK, .101) 

Besrhriinkung, niimlirh drr uaxschliessUrhea Anwmdbarkrit nut 
Krihrn mit nimiats znnehmvnden (llirdrrn zu brfrrirn, uni zwar 
lassrn sir sirh uuch in dirsrr eruritertm Form mil HiilfV drr rhrn 
rhamklrrimrtrn, in umuiut Abhuudlung dtm’hgrftihrtrn MrtIrndr 
ablriim. Da indrssm dtrsr Krifrrirti ihrrr ^nn^n Nat nr nm*h 
nicht mrhr drr ahjvUmischrn, sondrrn drr injinitrximtdm Analysis 
angrhdrm mat ihrr Wirksumkrit sivh aurh ohm* \udtm\s uuf 
brstimmte Intrgralr (mit unrndlirhrm Intrgratinns- lurrrvuU) 
rrstrrrkf so rrsrhriut rs mir ungrmrssrnrr, aurh h*d ihtvr 
Hrrkdtung v<m drr AhkUr/nmgzu j>rubf irm, wrlrhr din HniUtztmg 
brsthnmtrr Intrgmlr dahri darbirtrt: irli thrilr dir*«< Abb*if ting * 
als dun rigmtlirhrn Halimm dirnrs Aubuttzrs fibrrscdttvifrtad * 
birr in rinrm brsundrivn Anhangu mit. 

A Is Kritndvn drittrr Art habr irh in mrinrr Abimudhmg 
sulrhr brxrirhtirf, bri wrlrhrn dir ihjlrrmz /.wrtrr rnnHrrutivrr 
(Birder rasp. ihrrr ivriprnkrn Wrrthr a!s Verglrirhs < )hj**rt dirnt. 
( Ibsrhun drrortigr Krifrrirn fiir Itrihen mit nieumls zuurhmeudm 
(SHedrrn iiberaus rinlurh mtsfulim mul fitr grwissr Uiirdrrtnnoeu 
sirhtlirh betjurmrr anzttwmden stud* ids dir eutsjMvrhendrn 
Kritrrirn rrster oder /writer Art, m brgmigr irh mtrh wegru 
ihrrr immerhin geringrtvn Wirhtigkrit -ddrr daunt, auf drn 
betivtlrnden Absrhnitt in mrinrr Abhandluug hinzuwvbru *. 

Nurh drm bi'dirr gusagim knmmt ra bri d«*r Aufstrlhmg 
irgrml wrlrlirr Divergent uud < kmvrrgrnzdvritermn ini wenenD 
Hrhen imr durattf an, dir ubthigm d ¥ br/.w\ #v /ur Vrjfdgung 
zn liiibrii. Ks handrlt tdrlt also v«»r idlnn urn dir Ldsnng der 
Aufgitbr : uttr m*vjtirh tut d ¥ hr;tt\ i\ d, /<* dir tiffdsrhr Farm fur 
dux tdhjrmtnm! (Uiml J#dl#r dirrttjtndrn hrzu\ vtmvrr*jrntrn livikr zn 
Irntirn mm. 


| 2 . Attpvmrinr Furm dm dirrrtjmtm Hrdwn 

I, Im Iblgrttdrft b*'/,rirhurt M v rili Hlf lillrliild illir | Itr j«ib U 
nidliultmi \Wrfti d**r jinsitivni giuwru Zalit i* (o»n irg. nd miuiii 
brHtimmtrn t f Hjth) rndlivhr tllitl mil $* in% 

Vnt ndludw wiudisrndr <Irik*4t\ nixlam nku: 

0 < M ¥ f ftlr p » a I It tit M ¥ r . 


* % t a. <i, i», im iwtl 
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ALFHEI> PillNtlHIfEh\f, 


Alsdann gilt zuniiehst tier folgrudr fmhrsnt ’; 

Die Ildhe , deren ullgvmeines (Hied am* tier Iniden Fur mm , 


(a) J/,h ilF 


J/,, t 3/, 


/wrf, ist stetn divergent, Vmgdrhrt Idsst **iWi </,m nWjemeinr ivtkd 
jeder dimrgenten Heihe * iu die Farm <u), aU aueh {h) 

setzen. 

JJeweis: Za (w). IMkh iu drt That l dhergiri, 

erkonnt man ohm* waitnv.s hum dw Hr/dt-huug: 

S(3/^ii - if ¥ ) if n 3/„, (da lini 3/ fl ■ r ), 

*» »“*• 

1st umgekehrt d ¥ ids (Hint irgnul rtt i*t dhngrntru Hrihe 

n I 

vorgelegt, ho int uilettlmr ~*d ¥ rim- jm-Nitne, niif n UMmuttm inV 

m 3 

Unendlicho wachHondt* (Jrusai*. In F*4g** dr^m kann man 

setzen: 

M”l « 

2*</„ » if u * alnt >; M n # j - 2* d ¥ * 
woraun in der That: 

fi f4 a fi 11 ** if {} 

reBultirt.-— 

iTa (6)* Km int: 


und dahor: 


Mi* 


it n yt f! i i 

- .v„ 


♦v.„ 

'At. 

w ,1/ r 

. M, 

• -v.. 

At. 

1 ” X, 

, flip H ? 1 JC 

: ina"!! ^ 


folgt abar naoh Iwkaiuitfu Sul /*■ +, tin.** % 

glcichfalla divurgirou uuihh. 

1st dagegon wiiignkoiirt il # liidirliig vuigrlrgi, divrrgirt suit 

• -1 

2 d ¥ auch dim Product II (1 * d ¥ h nF*# M it i <l» i rim* mi t » 


# N.B. K* hatufoti welt hm wtt far nHtiitnl tun mil kitm? mmsurm 

Oliedorn. 

ta,i, 0. j*. 318, FiiMitate, 



fliER HKIHKN M IT PUS IT IV EN ULIKDKHN. HI 1 

monotou in’s t mmdlirhr uurhsrndr, posit ivo (trbssr <larst^Uf. hi 
Folgr drssrn kttnu man Hft/4*n : 

M { l t d ¥ ) d/,». aho : J/, Mt 14 (I | «/ r ) M n { l -}* d n ) 


and dahrr: 


M n 


%uxat: /, BrdrutH K rim* ganz brlmlngr positivr (Jrossr, no 

dtvrrgirf mil r Krihr lu/*, ittioli slots dir Krihr llirmarh 

A. 

muHH sirh nbrr * ghnrhiiills in dir Form (h) srtzru hisHrn, d. lu 

A- 

miut Imt fUr jfdt** Mirhitw d ¥ hri hftivhitjvr Wahl drr posiiivrn 
Urbasr k HUrli : 

¥ K • M y " 


Zumt: //. Ks divvvijirt iimdi ntris dm Krilm mil firm all- 

gniilrinmi (tllrllr 

. . .V* t m ¥ 


I)i*m fbtgf olitm VVritrl rs IfilD 4/* # t * M ¥ , 1st dfigrgrn 

1/ *, 1/ 

*** *? * ) * *** #> * 

t * ... I..., # 1 .I « i . 1 * J| . 1 * . 1 1 , 


ho hat man ; Inn 


I, wumtiH glrirhfidts dir IHvrrgril/, 


dor frnglirfiHi ilnlir tblgf, l«f riidtirli M ¥% , ^ M ¥ d» In dir 

obtirr lhihrMimmtiirits4trnt/.r von * M nimjidUrh groan* ho hat 

dtrjrtifgr Vi»u ^Vi drU Wriltl I, sodas* dm Krihr vvirdrmm 
****%% 

divrrgirm mu**. 

% Dn mini inifh don* oliagnt tadirsat/ jmtm hrlirtiig v**r» 
gtdrgtr tl r in *lt* ! Form ; 

ct 

wt/ru ktutti, find dn dnnn iitidrivrsrits anrli dir itrihnu init drm 
idlgrumiimn CIlirdr ; 

^ d*> t- * 


glrichfutt* divrrgifrfn so f*4gt mnmdmi —wrgrn; 8**2 d ¥t BJ d ¥ 
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ALFRED PRINGSHEIM. 


dass man auf diese Weise zu jeder divergenten Reihe stets auch 
schwdcher divergirende construiren kann. 

Es bietet sich aber noch eine zweite Moglichkeifc dar, urn aus 
d v = M v+1 — M v das Glied einer schwdcher divergirenden Reihe zu 
erzeugen, namlich indem man an die Stelle von M v eine mit 
v langsamer zunehmende Grosse MJ setzt; in der That wird 
alsdann die Zunahme dj = M' v+1 — MJ unter d v = M „+ x — M v liegen, 
also 'IdJ sehwacher divergiren. 

Denkt man sich etwa M v irgendwie fixirt, so werden die Aus- 
drlicke lgxAT,,, \g»M V} ...\g K M v (vto: \g x M v = lgM V) lg 2 M v = lg\gM v 
und allgemein lg K M V den k -fach iterirten Logarithmus von M v 
bezeichnet, sodass also : lg* M v = lg 1 g K ^ M v = lg*-* 1 gM v ) eine 
Skala von immer langsamer zunehmenden Grossen darstellen, und 
somit werden die Reihen mit dem allgemeinen Gliede: 

(\g K M v+1 -1 gxM v ) 

nicht nur durchweg sehwacher divergiren, als — M v ), sondern 

fur /c = l, 2, 3,... geradezu eine Skala von bestandig schwdcher 
divergirenden Reihen bilden. 

Da nun fur jedes x ^ 0: 

e x ~ 1 + x also : lg (1 — x) ^ x 


so folgt zunachst: 

igA+i - lg,!/,, = lg 


i + 


M v+ , - M v \ _ M v+ i - M v 


M„ 


■), 




und wenn man in dieser Ungleichung lgilf„ ftir M v substituirt: 


lg 2 ilf„ + 1 -lg 2 if. 


IgA+i - IgA . M v+X - M„ 


IgA M p . \g x M v ’ 
und durch Fortsetzung dieser Schlussweise: 


( 1 ) 


lglt+lA>+l— lglt+lA< 


M v+l -M v 


M „. lgA -. IgA,... 1 g K M v ' 
Hieraus ersieht man aber, dass mit der Reihe 


?.d v ^(M v+x -M v ) 

d 

und 28, = 2 aueh stets diejenigen mit dem allgemeinen 
Gliede: 

(2) 8,« = , wo L k (Jf,J = M v . \ gl M v . 1gA,... IgA, 
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diwrgirm, und zwnr htldrn si<» tltr * ~ I, 2, 3,... mit jtuiun boidun 
orwtnn Rrihmt znsamumu rim* Skald van bestdnditf schwricher 

ilhrrtjirender Iteihen 


§ 3. Alhjemelne Form tier convertjenten Heihen. 
t. Id'hrmtt: /. I He lieihe m it drm tfl/jemeinen Gliede: 

ist stets couverjent, ami umjckehrt Idsst rich dan ttlljemeine (tiled 
jeder convertjenten ltd he In die uhije Form *set:en. 

Herndn. Man i*rkt<unt wirdmim dm Ckaivnrgmtz dur lmtivf- 
ibndrn Kmlm *4tfm iArtft*ivM aus d«*r Ik-zmhung: 

* W *' '"li • ( 1 1 ) ! 1 (dn liiu 1 <>). 

.V, M .V, ... \M, dh.J .V„, \ » , M n / 

wf* 

I at nmgrki‘lirf im* aln tmnvi'rgniit vnrg«drgi t s«» ist i> t\, nttm mit 

wjich^'Udrm n manuton nhnehmende und fill* n / gngvn Null 
r*mvt<rgm*ud«* (triis-m*, man antzmi kimn ; 

t ! 


und dnlmr: 


tj* m 


d, 


*** f * \j ^l t{U * N* *V 

« n it 4 J Of u i | 

l 1 .t/ (1 

-V,, ,V, 

2 , Wrstmht man in ahidmlmi \Wim t urn nidi olmn lad dim 
divi*rg*iit*m llnlirii dm Furm {h | rrgab, almi dnrrh Hnmnzmliuug 
vnn tl 11 I v ¥ l» riiu^ zwmlr rtttirtiktf-rmimidm Furm ftir t\ aufzuHttdlun, 

■ i I 

iiffriihiir keine schterieher laittirfgfivftdf* fttdlm itln dm mit dmi 
«ikrfi brtrimlif Him ilrtiiiiit, dn jii «»flbnhar; 

3/*., 3/* 

(J/„.+ 1*.W/ .!/.„.»* ’ 

Dngrgvn mini man ttfliidnir ittm: 

, 

31 


ho gnlaugt iiiiiii ftmr m dmu Atmdrtmk ***** * ** » wnlrtmr 

f *o k § i $ X ) •**/*(* 


..r-V, ; t I \ 

f.„.V. 'U/. .V.,,/ 


* K» il|r|»l imtllPil, tt-liJrliP Br|i* iwi|irf «|it r«i>*||r|4, III* fill' jPitiw i 

iirn«» 0 iitllii*lir n |a. n. tl» |i, *lt;f li&ili, 
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Ahmm vmsuHHKisu 


das died einer schvt'irher ivmrrtjiirmlnt Uidin* ii!iSi*itrii katinm 

wenn man wiedernm ftir M ¥ fiat* < »r* M p .suiMimirt. dm au # |# 
langBfimer ins Uneiulliohe \wmhst, ak M,, In tin* Thar vurd aNdnnu 

JL Iilit wacIlHeildflii v Utmtsamer XnU nlmrhmm ak * 

' M ¥ 

und daher die DifiVmiz r* ) "/» t r d*-r rnNjuvrhrn ^ 

den cv iiegen. 

Denkt man melt \YtVdt*rmu M „ li.dirte^ fuutt, JUM g r him' 

aunachsfc J// ftir mdmtihurt wmirti, nb»* fur if < p ^ j . 

*V/ < .V.. 

Man hat alndaim: 




J/V H « J// i */.- st 

' “ .v/ ■ tt, ‘ *'• ,l/ >u 

Um (lit- Abimhsur v.»n <•,' bn !in<-n»ili*-li win-Wml. u< nut 
dorjenigim von 

1 '”</* 

M, 

m visrgloidum, bildo twin; 

.. 

<V l ■-*" 

Da ftir jedex endltelir *♦; < J m-m nmn^ t hm hut tlrr rf%if 

factor <k*r reehfen hiilr rttmft Imifiinii 4 i«-it |i#*#4if j%trfj \V» vi h 

Dies gilt auch finch <>him fin a . # n*' 4 * km ^ % j t 

auch im Falk* lint &3 I hat iinin ■ 

lim | v,J III< 1 11 

**- * * « if # 

also endlieh mid jmmtiv, 

Hiumnch ki«m man nrtim , 



*V 


cnler andtim g«*ir ft rielim: 


r . fc ^ M, 

* AU.V/ 

Da ntin mm€p eMtivi ,, rgirtf\ at* fTgiriil m< li 
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l.rhi'Hntz 11. I Vi’ lirihc in it ilt'in aUijcintnnvn (llit’de: 

r' - V -' J, ‘ ,, .I/-, 

.1/.,,.)// ' - * 

convenjirt filr jedes positive p und zmtr ojfmhttr um ho HehuHtehet\ 
je kl tnner p mt % und in s hesundeve stein mdwnieher a Is full# 
p < l* 

X Aus d»*m vhm grtuudnini Rrsultuti* fol^t a fortiori, darn* 
uurh dii* mit d**m lillgiiui'iiirn (*Ut*<It*: 

.. . -V... -V, 




ip> 0) 


etmm'tfiri, unit dm* womit ittirh dor Aundrturk: 

• $ "" ’ 1 &* dl ¥ y *i \ 

it ^ 

diift tdlgrtnriiir itlit’d tiimr emiverpruten Urdu* hild**t, 

Ntm tulgt ulmr in ih dmi filr 0 * x r l wnirhUirh gf*ltmidmi 
rttgttdrlnmgrfi; 

e r I — j\ hRu i — tg 11 — x) *“ j\ 

cIslhk /tiwirliHt.: 

If f If# I i * df if Jj | "*** *t/ *■ i 3 /^ It 1 "™ ¥ 

»'Ml * ‘''Hi 

lib**, wriiii mint wmdmtiti Igj J/* filr d/* milmtituirt; 


. kJt, 


* *> § i Igi M ¥ m diif § i M ¥ 


*** . t g| ^ t| *. dtffix lj(| dl ¥U 

ttitd dnrrli t‘Wi«Hztt?*g tlmm*r Sr!ittlH#wi*iHi*; 

CD ik.-iDmIk..'/, 

*** 

Ik tiimififti ; 

t n,M„t . df, sl ^d/, 

wird* mi fillet mil }tm$ut/,tan§( dr* ulirn ^rfuiidnirti RrmdtatrH 4 dunn 

Hindi drr mdil« »trhrudr Amwirimk filr p >Q dan ttllgrmtdtm C#lit*d 
tdimr mnvofgontvn Kriht* l>ild*i, t'ud dn hrkmmMirh filr p > 0 i 

Jr lgi*V#Hftgi^n) iM C ... 
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so 


bilclen flir p >0 dir Hmlmn uni dma .dlgmimiiirn < *Iuh1i* ; 


(4) <v = 


M v u •*“ *1/*< 

1/ *«i» 

it/ „ 11 


»/.. i/. 


<* 1.2,3,...) 


oitu* tfkttlu vm bvat^mlnj m/i/nm/mr r nm-rm/vm/rii luihen*. I)jtn 
gleieho gilt oflVnlmr nurh fur : 


d/* * i .»/, 




V. 


^ r '~ .1/,'*- ’* 

falls man din J/ y dnr B«**rhtJMikiing tinti-t wnti, dnnn: 

M. i • 

Zugloieh limn fttr ^imirr, »IUm m dnmrm Fall** durrh 

\Vrgkdc*lmiig von Fug!, t*li tint t digl t1 t dm u 

(whiii man in dor oiMrivn tortt ** f I fill * •^•ftivttiii *>ioh ngirbt : 

, »/, - • 

(0) Ik'..,.. 

1 /..«.»/. s 

■k Da fill- /,>»: 

S*-U\ 

ho folgt, mrh, das* «lit- ftrilir mil d< m nlls/mimtfirfi Ulrndr 

M ¥ $ I —* d/„ 




till 1 p>0 **lv\ ^ i f | !ii;i ^||f fjiiiui 


offtmlmr wh*dt*nuti imrii flit di* iimtm mt? »l« in ti%mnmsmn Ulinlr 

ill ^ ii M i0 


»*u ¥ 


* falls ,1/* . | * Xngb'i® It * i k* liiif hi nil, *li**-H 


linihiii ftir p *• 0 ffiWr^ii? 


f4 thr K ntr-'} wn tr*»f*r dt»I, 


Da sich niiidi dmt 
das allgHimiim OSimi 
in din Ft inn: 



ii *1* r rum Fumgrnjitmii 

div«*rgoijt»-n fi«-m mm-M mv?4i*-ti liriiif 



It., \t ¥ 1 

". IK . M. 


tlbtr noth itlimwlitr r*«fttrr#urti 4 *' tfcitmi tm,-) « * ♦* |* \*a ita, 
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Vimi RRItfRN MIT POSITIVKN GLIERERN. 


sotzon liisnt, so fblgt <lass (tilt* Hherlutupt twistirenden Kriterien 
erster Art (vom rinfachstm Typos) in dor Form riRhaltm sind: 

3/ r 


(A) 


lim 


3/* ,r* 3/* 


. a v lim lK il » > b : IHvrrtjen: 


M ¥ « My 

| lim y^ s|4 y . tiy - lim 3/*, * t l> ¥ a y < r, :(\>mrrtjmz. 

Da abor narli § R, Ddirsatz I I,, dir Rrihr mil drm allgemrimm 

Glirdr ^ ’hun fur jrdrn heUrlmj kleim* ponitivr p convrr- 

<**/*» 11 3/*.** 

girt, ho rrhnlt man otTmhar bin brlirbig fixirtnn 3/„ jrdrsuml als 
riur vurtlnnUuiftrrr Form drn (Umvrrptuiz - Krit mums sofort dir 

folgmdr; 


(A ) inn u u . n, < /! 

*«*, * i "•* M y 


(ftlr irgrnd rin p > 0}, 


Dir Urbssm M v Himi hirrbri trnrh kriurr writrrrn Hrsehmnkuug 
untrnvorfru, aK \*«n vmnhrtvm in ilnvr Driinition lag. Filhrt 
man jodorh jrtzf dir Brdtngtmg rin* ; 

3/,», * M ¥t 

ho ktiuu man in drm < \»u\rrgru/, Kritrrium (A') dit* Uruanr 
M/ My * i ulmr w*-itorra durrh Md *** rrsrtzm nnd rrhiilt Hum it 
dumb Wrbmdtmg mtt drm I)ivrrgm/ Kritrrium ( A) jrt/.t dan 
folgrndr Pttttr vtm vurrvnpidnlirrmlvn Kritvrirn water Art: 

( bin ^ <tty bin l> ¥ ti ¥ > <1: IHirrpm: 

cm **"' .^ 

3/ 4 811 

|bm ^ ^ , n, lim 3 ///V** < ** * (Umvrrtjmz (p > Ok 

Man kniiii dniiii fbrnrr mil Bntiif/mttg v«*n | 2 Art. 2 nod | B 


* Pin Kilillllirwilf.: titrat’l HtulttMUti# r>fjvliPtflt Hutmlli 

#•»« mvh lim flip AttfalrMuittf vnti wif-Wmlt brAtwhEjut’li Eolniiii liumtrll, Rtt namlidU 

nit# ilwi Hr4iA»4iliiii||pii ImIiiI, tlmm 4m tiutnipfi um mi tvukmmrr 

w#4tl*ai, p Utn*j*t$m*r tin* lull /«i»trltiit*5fn m* ml tin* Xu»iit4iltrii»tiitn jwlplmr 
ftlr 1 M k , ||lpit4il»***lriilriti| util *l»u aY«i|i#f' wirkmmtn 

lirilrrini. 1% in** \wmtAvt* Ult M ¥ , | l 

Jim l$ f 1 Jtttt ^ |Y S * J * 

mi fitful H. II., mt* *i r tu-tf mi mil #»4cltnt th*mm*n i\ ||**liil«|p|pri 

Krifotium ma ilmtiii fi^ntni kwi«i s «»>*ut mwh twi *t ¥ r » 
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Art, 3 tfhtla unmrv i* u Kut» ri* n hitilm 

niunlich; 

litn * ,f r ^ 1a >n ‘ 

*1/ j, 11 sw * Jf r 


(H') ! 


I,. /,«( M, )Ik/. , ,, ,, 

Ihm ,, ,, • !m» it ;,’ 1 M, !>, 


y ^ l| * ”*■ ***** *n* - n# * * ’» nnreiy m* 

H l • 2, 0, 

f*iithnlt ilir.hr HkiiLi ^uli.ir mirh di** KnN*nru < jtj H j H 
Anfangs-Kritfririi, w«*ui» mmi * n m» f/f iiip! d» n NuntmSrji 
und 4»(x)dit* IFdiml ttttg .r hnl*“^f 

Pit* <ibig**ti Kritprii n ip Iiiip j* dp- itlilfA.im H»»utirU 

Whi* Krifrririi # l tin, w«*iiii m^u n|w»«!.*II ,t/„ nnmlmh: 

, llim 

it:*,* t ...it, 


0 : /hr. 




J, 

2. p>(l 

, tf„ / 

1 mp 

rr./f:; r 

4 1 • 

d* !* g«- 

fi*l4‘! ‘ ■ 

lid 

-;:Vr; 

• o: /• 

*'trrr; nn r }| 

Vnrr, r? 

' -♦ !*'•'' 

Ff rn 1 

ini.i. 

'll i/' 1 

Hi ifsilft uni 

in J II 

\M 

1 mil,. 


llii-ii 

At! dftirjvp 

fur / 

II »| ^ 

< 1 #' j. d » 

*'3P* 

I if)! V 

)pfvJrn, fi.tr 


‘lit# SI 

lirpffr i 

dill ’i 

i« III*' 

Mini Iiiit 


Jl/ r 4 | *"*" J/ 1. | | 

" mis, \v* it ] 

/"Ml 

p 0 diwjriiigi 4 tdii 

hinmaeh: 

wpfin ftir |i r ii » r /ify ^ i z | 

*vim fiir ^ * n ,1/,^ Jf/ I# , | 

odt*r wxirnt gi'Mrliriplii^ii< 

IHmyrni, w»«im fiir # i •, u i If, , 4 If, ^ : 


fpiiif?r#s/r«f 4 wriiu fur p > o !. 


■ *1 


CKii'f* WHill tilllfl fliiw ril^Ir$rtiii!i||r-ii 4i:^ S |i Iflitnif! ***d * t All If* 

Jl, 

IHrnujmtt w»*im » * ti, , * ^ fi 

Vwmmms, wriiit i |t * M 

Uft IiiiT p iitifJt in* f 1 si3 1 »* |m'!i«'|u^ U**iit i %%*"11fi utir 

iiigalibir von Null %Tf%rlisrtlr§tt im-h* dmf. «»-• i»*%l %rltl$r*»Iir|i 

clureti tflMTgiiiig /nr llmm^ *# t 


(D) 




- .V. 


lint 


Inn 


in * ir . 

il v » It | l s? 




#11 tf ',*»! tTr?'l *l$'nS, 


* ||# Jktxth*** I” 


mu 





IT I IKE 1IKI1IKX MIT KOKITIVKN OURDKUN, 


313 


Hiorboi untorlSo^on dio nooh koinorloi H^srhriinknng. 
Fiihrt man jotzt wiodonnn dio firtiin^un^ (‘in, ho 

kunn man zuniiohst dir ru^hdtdumgrn (D) durrh dit‘ fol^mdtm 
orsot/.on: 


<r n 


lim 


Ik 






<K | < 0 ; Divvvtjenz 

W"" ' " (> 0 : (^mvenjenz 

mid orhiilt sodnim dm*rh Suhstitutinn von M v (k = 0, I, 2,... ) 
nn Stollo von *W, mit HoiiHtznng dor Uolntion (III don | 3 dio 

folgondo Sknlii i 

}r 

f , v ^ |<0 : t>ivwgmz , M t ^ 

<h. 21 lim—I—‘-Tf— I ,, % (k 0, l, 2„ 

, i *»/*, J>() : (imvtnjvnz 

Kiir dio H|H*oiolli* Wahl M ¥ r orgiobt nioh turn (K, 1) und 

(K. 2): 


(11 liin 


Ik 


<K> 


Ik 


i 

n* U: 0 : IHvpnjpnz 
p (> 0 ; f Wrrn/ra* 

I 


<3> ii„, <,,0.1.2,...). 

!#« # , o i> 0 i « imvprtjt'nz 

Dm rr*t** dio^or i\rifi*ri*ii int woooii ^ In ^ r* — lu ■ 

p (t ¥ n 

idonfiHoti mit drin I bittobyVfiott FiiiaJiiiiioiitiddCritorimn orator 

Art *: 

t . *|> ! : !Hnn'mmi 

Inn v ! n* l » 

{*; I : « oinw^rn?. 

Das ftir x ^fi r*^nltiroii(l«* Aiifini^-Kritorititii dor Simla (F, 2 k 
wolohoH inndi no go»%fdirirlirfi wordiii knnn : 

,, 1 

., ^ ii. {< l : iHnmmiZ 

hin i-» #t 

IKn (> l : t »mtvrtjmtM 

rtlbrt glididifidln von tbun* tty tiorf, wnlirond dio dio tmdi 

Hindi fiilKi*iidorinaiwi 4 rii aohroibott tiimm: 


* Amly* |i, urn, 


i i»» IH?. 


IK 
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lim : ^vergenz {fC «1, 2, 3,...) 

lg K+1 v (> 1 : Uonvergenz 

zuerst von Herrn Bertrand abgeleitet worden sind*. 

Das in (D) enthaltene Convergenz-Kxiterium gestattet schliess- 
lich noch eine interessante formale Verallgemeinerung. Man 
bemerke zunachst, dass es fur die Convergenz von sicher 
hinreicht, wenn: 

lim Ig — > 0, 
a v 

. c 

da ja in diesem Falle lim — > 1, also lim C v a v < 1 wird. Die obige 

Oj v 

Bedingung wird nun aber offenbar in keiner Weise alterirt, wenn 

V 

man sie durch die ftlr jedes v positive, endliche Grosse 2*c A 

o 

dividirt, sodass also 


lim .. > 0, 

0 

gleichfalls eine hinreichende Bedingung fur die Convergenz von 
2a„ bildet, und zwar unterscheidet sich dieselbe von der in (D) 
enthaltenen einzig und allein dadurch, dass hier C\, c v an Stelle 
von d v steht. 

Bezeichnet man nun mit p\ eine in ganz willkurlicher Weise 
von der ganzen Zahl X abhangige, nur wesentlich positive Grosse, 
so muss entweder divergiren oder convergiren d. h. p K gehort 
entweder zur Classe der Zahlen c? A oder zu derjenigen dcr c*. In 
Folge dessen kann man aber die zuletzt aufgestellte Convergenz- 
Bedingung mit der in (D) enthaltenen in folgender Weise zusam- 
menfassen : 

Die Reihe ist convergent , wenn eine positive Grosse 
earistirt, sodass: 


Journ . de Ma.th€m. T. vir. p. 37. 
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l)it*H ist d»ts aUtjt'wt'uistv ( omergtuiz-Kriterium water Art., 
Welches tins vollknmiiiiiii* Analugun zn dent in seiner uusserst. 
merkwtirdigcn All^rmemlteit lusher vullip isolirt dasteheudon 
KumtmT'wlirn Krderium* : writer Art bildet"f. 


§ .*»« the Kriierien z writer Art* 

A Is einfnrhMer Tv juts fur die Kriterieu /.wetter Art ergub sieh 
ohm (§ 1, F‘»niii*l 11 A i 

(fn) liiii f />* , * — />„ u J < 0 ; tHvmpmz 

(in * K ; 


til) 

litti ; 

\1K 

. - IK 



\ 

(t ¥ f | 

till 

litii 


a* , t 

> t v 



V 

j 


iiiitl iiiiiii lint jetzt nut* fur })> hr/,w, t \ irgend emeu der in §§ 2, 1 

sittfgrHl idtfru Attstiriit'ki* titt/.nsrf /fit, ttm dir fertigeu Kriterieu zn 
rrhultni. lltrrhi-t rrgndtf meh n\n-r ftir die C Wm;f/tuc4\riterien 

dir cumt *ehr merkwitrdigen Umfnrmtmg, tlurch 

wrlche dti'tit linke S»*tir srhltesslirh witlig gleiehlnuieud mil 

derjeuigru tier IHvrrpenr H t il * 11« li wild, 

Ftir die (\mrertjema \*»n 2£u r inf hiureirhend, wean ftir idle r vtm 

trgHtfl lUticr lies! tftiftlf eft Ktetlr v 

n ^ 

U ¥ * \ 

alrni, Wfitn mast nipdi | *h Lelirsitf/, I, m*izl : 

M ¥$i - .V, 

* » * •? » i I# \ * , ^#11 | 

Ml Xm - j/*.. r 

niirti WVgliiwmiig d* gniii’iit^itiirti Fuelers M ¥H and Multiplim 
ftmi tnii iinrr hrlndug liii/itiiettitpudni jurniimm (Irikne p : 

3/ r a t, A/ ^ $ i ^ 

|i. || \f ' ft ™ ^' if , W( \f P (*'*-J | *d* 

•'♦mi * f# t H *ts »Wm 5 * , *#*ft 


* 8, Teffftrt ! iH“t 4 m ini* n I , *i«fii«|4irii, 

f | ! l#rt tJ f„ 1 liiitismf/ 4 -i*i #* rtl/nri) itttfrr .Iff* in'« f#rjfii#?*ff if rtfirli ^fwrT fWff/ifffli'W* 
i» ilir«rf ikiulmnii i fi*rt*rfrr«MJ/ |i>f#w»#r - »||t» H» *» 0 » ft* II li iSlt, 

t\ I*, 21 


: |*JM U i'll! 11 |*KIM,MU'! M. 

J)u mil’ll >ih< r 4 t ' *ik 1 i*'* 1 »- ^ I 1 »I ! \»*ii(i'j|f*,|| 

lioili*' im*!s • ? Af f I / I * ,fc !M Jl ** ;iS h'lisi 


srf/rli k^f 4 i4 *3*' * '* "' ‘ * ; ' f ^ 

I ilinl 1^ ‘ » 'll- 1 -h*' fy ' h ’ ■ 

lrf/fr I An;!* ’•'*'* * ' ‘ '•*’ 

killili : 


mill itli'Hi' /. i'l 4^ ,* - \i 4;. !*♦ -<hl.ilikuii^ 

^i4ltii|4! f< 4 h -4... 44..U *1 , ’ m* !■?*•! . I lull! 

til. 4 | 

I hlf »*h I vm4* 

Illli'l, 14 * till »«' U( 

i» j< 4 « |* 

Mil* t 4‘JJ* 4'. 

U4 Kt 4- > ' i, 

fill* ' lie’ll \‘\» 4 

fill hill ( ■' i\ 

\l»h L-4" 1: \ h 

M}** 1*4.- hi ,/ \ V *• jf • , 4 4 4' 

*» * , • lS f'4'^ 4"*:.' 

Sr I 1 i' ( 1 4 4 / ‘ 

4, * ? * * ,• r -ir. - 

K <■! 14- * O 1 : ,! :; , . . ' , 1?4 f,,. 

4 f Sftstflit’*•4 i ^ >, ’ ' 9 *',*■*; f i -H • r* jf ; K 1 ’ - 4 . shah 

w* i m tu *1, I 4 f* t : , , ', * . 1 ; . - 4 , \r '| ;4 rJ , 

yM % t'’ 1 ** lh 4> * 1 1 fh 9 M . . ' ,4 r. : , >. 44 *| 

*||» t * i r ✓ • *?<*'■ : |% * < , < , ■ !/*:'. t* , .j . « ' ft* l $ f 

«|.|4 i'il *1 I* V/| f il ' : L ' ( 4.44 

* • ♦ 4 ..I*’,, 4;.! I * * :, ,,, « ■ „< 

\rUtJ* h . 9 # . # 14-:, 2 ,„4 U “ ;U4 ,„ } 

” iiiiir fk't %& * f:>%■},r,i 4;t3,«i1'4-» ^ 4-H 1, '} , .... . f * . 


1 ■■•■'ll *,u 4 - 4 , 

! * 



4: < '4t»*int‘ 
!ll,4!l fill- 





I Ml Kit KKIHKN MIT IH>K1TIVKN <SMKI>KKN\ 


i >«j *> 


dns Kritenum tun mi wirksatner sein muss, je whin tic her ^ * 

eon very hi. I h’tiekt man a her, win ohen gesehehen, die V v (lurch 
dit* *1/*, a us, so tail sjnvchfit uadi § .‘I Art, 2 (leu whit'd eh er convvr- 
tfircudcn Keihen id * v 1 aueh hnojsttmcr zunehmende ( Iriisscn M v , 
uiul sumit, weitn man sehlit'Mslidi staff tin* M v dit* I> v eitdilhri, 
naeh § 2 Art. 2 aueh sulrln* />* , welrhe schtnachcr divcnjircnden 
Keihen nngehdivn. 

Set y.t man zuimehst in { 1): 

1K M., ,-.V„ 

mi winl man also erne Skula volt successive w irknnmer wenleudeix 

Kriterieii erlulteit* wnm iiinn stuff /> r eiufuhrt : 

A, (,!/*) 


/V 






l.l/d . IK U -0, 1, 


A11f diese Wtis** ergtelif steli: 


( K, 2) lim 


it 

**> M 


/<•. ,'! '-""i''.. (« ii.i.s. 

' f * u : f tmvertfen: 


Mnu ertuili aits f 1\ H (K, 2) wiedemm die hekaitnten 
Kritetieli /.Welter All tlilivh ill*' s|*i-etelle Wahl M ¥ p, niimlietl I 

I * . , „ ■?*... 0 : /Hrentenz 

?t t s inn I I , . f 

'f? HI i > it : ( **nvnntenz 

<k) 4 

, . i J t . \ o: Ihnertjeni 

((-> 111*. 1 /.„(!• I /..<»• fit , 

1 \ ti f j i U : ( ttnvevtjenz 

U~ 0, 1,2,...). 

I his K rifeimin it I e*t ofVenltur das heknuute (hiuchy Vtrhe 

Fimdunieutiil Krttiiiniii /«» tier Xrt'f, I he* Anfangs Kriferium 
{ x Older Skula t 2 f. Welches sielt lolgetidcnuanMHeti selireiheu 
lusnt : 

, ti„ . I : itivev*t*'nz 

hill P ' t f t% 

a ,, t i > 1 • f tmreiyenz 

inf das || mi he *se!ts - * ( die lihngiii Hllireit (uhgesrheit volt eiiniit 
(imVeMelillieliiit t hit li'srltteil tit del F*«rm I \m!| Heft land !*er§. 


* I’tiir |?#iinreir rittrs ’jartmiH? n\*«% stra (#ta»t 4^1 Vrafaiwidtnt^, %%'nlidiiaitif ti’ipw 
Wiittr rt/irll wtel, IlisUrl fsssjit li a, U, |*. HU! atlll, fiit itie p|ii?tdrll*il 

Kitleiirit fK|: |i Hii« 4 *ii, 
t 4fell, j*. fill, 

J >!>*(*« ht iff lm i'.w« fhwmjitiln*} ii«4 I T. %* 

if Jtmvmit tir Uifthr’m, T, % it, j*. 14, 


2!“”2 
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Von anderen Fonimn, in wdoht* sivh dm Kritvrmu /.wvitor Art 
setzen laHaen, will ieh hit^r nur nls brsundvrs riufaoh die folgrndo, 

von mir angegobcm\ anfiihrm : 


(L) 


lim 1) ¥ Ig 


I) ¥ n v ‘<0: IHvtU'tjen: 
lh\\U»i\ \> ^ : (**mvtnjvn: 


and vorwouso hotrods ihror II orb* dung auf dir oitirto Abhandhang*. 
Danelbst fmdot man auch vim* gmatm Ibitomirhuug llbor diti 
Tragweite dor Kritericn zwoitor Art and doron Bozmhung zur 
Tragweite dor onfcHpreehendou Kritenen or*tor Artf*, 


A nhawj: 

ifb&r die Erinakof/^rhen Knirtim far bvntimwtr 

Intmjrah and mumdUtinf H «7iviiJ, 

Kb mnon in Xi M x fur *r % m j\ f positive, mil r mmmitm in'* Ummd- 
lichc wachnende Functiowm mit dm mtigrahlon (m ip.m$ postftveii) 
Differtmtialqutdicmkm m M \ M f \ tmd zwar mn fiir jodos mdliehe 
w^WqZ m&<M z (womit inoht nungosohloHsen mt* dmm fiir 


auch lim —?=* I warden dart'), Setzi man iiindiiiiii: 


M z 


0 ) 


Q* 


it,‘.AM, > 


W-/( m g ) 

r ti and fiir jodes mdliohe Interval! 


ho gilt dor folgondo Batz: 

1st f(w) pcmitiv fllr r 
integrabeh so 1st: 

pm (divergent> wrnii lim Q M > 1 

f(w)dwl 

\conmrg$nt % worm lim Q x * 1, 


Bewm, Boi zunfichnt: 

lim Q# > 1, 

ao imiss cine angobbaro {M*iiftve (humv « exasttrett, dim 

auch: 

lim Q x > I f i 


* a * a - k. IK 870, 871. t II. ft, (). §1. im M7% 

t D&rboux, HuUntn s T. it. ar*U ; T. knit, jk 14*4, 



UIIKU ItKIlIKN MIT POHITiVKN CILIKUKHK. 


(L h. 


inul daluT huh* gmvisM* St ulk .r - a t hihIhkh ftir it > a : 

y,>l M’, 

Ml . /( 3/, I> {I -f « r ) . w x * . /U/i j, ) 

winl. Durans folgt ukn\ dans : 

l’* r , ,n 

I M /, /’ (*!/,) f/,r > 11 T <) j M r \ /(m f )» > a ) 


ndur wmrn man dksu Inirgmlr mil Hulk tkr Substitution 
bo/.w, m x ■ // t raitsfortinrt : 

i*if* rm* 

I fly > <(?/>< 1 t *) | /<»/)f/y. (x > a). 

» V 4 m* 

Niuuut man »r jrdtndalls gruHH gnutg, dans «i f > M i% winl (was 
HtftH moglirh i-Hf, da Ittu #n> f I, mu hut tiuiti: 


( 2 ) 


I tly • 1 1 t <) | I nyultf t f /'{yif/l 

. I/, ‘ (. m, , V, J 


uml a furt inn; 

(«*»> 


f w. , ,*■«. 

1 1 ( i/uttf > ( l t rl /’( !/)(/)/, 

¥ 4 ' ^ , ^4 ’ 


Wntv mm I /‘l mnwrtfiiit^ also tntdlirh und huHtimmt, 

. if* * 

/if# ^ fin* 

hc» mik^tr ftlr »r■"/'* r< dm t^uofkut von I f iyuly find I /{t/)*/// 

» if 4 »* if* 

dim Uftit/.wHih 1 Imhon, oh iiiiNM** nko M»*hur v«u irgmtd tnnor 

hostiiiiiiilrii Sfi-llr *r > i'i 14ft* di**n*T lliiiifi«iit fi«fc*r J I*!" tiogon, 

HtHluMM ttlso ; 

i if* / *w* 

f ftuuhj • 1 1 1 . 1 / J\yUly (.(■>/!) 

. ¥* / If # 

winl: Hum if folgl .urn f # tigl l«i|, 4 jihh du* Iiilrgrul in diomnti Falk 
diVm/imi fitting 

Hid jii^t /*w«ifiitH: 

lini l/ f < t* 

Hu mnHH inn iingrtiliiinn" Ifrtmlt $ tmd riin* Htrllu *r h 

rxUtimi, flfmit elans ; 


V* * 1 ^ 


f,r ✓ «1 
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woraus zuniiehst, ganz analog wit- ttln n I'ngi, (2), mVIi crgo-ht,: 

( 4 ) I ! I /'(//} ilf/l . 

J iir* * i • / m * * ‘ I 

Setzt man zur Ahkurxtmg: 

I - Pia, tfl, 

so folgfe aus (4): 

J/,r) . ti . 

(0) ^ | ^//0(- 

Ware, nun dits fmgliehr Integral divnymt, hU» Ff 3/ its x xj » 

so mtlsste, falls x el no gewissr < Uilssr A uberMeigt . b\ m^) 
boliebig gross,, also ins besom lt*iv: 

M a ) ,, 

F(U„.>n r \' * 

gemaeht. werden kiinuoti, wkIiwh alsu 1 *ngl. (.“>) uln-igingi- in; 


FiM t „ .!/„) 

Ft A/ a , M.r> 


z < 1 — F i 


Dim* llnglcii'himg ist niter imnn'igln-h. tin d.r liein-fi'emlo 
Quotient, wegen M t > m x > tiinual*. «; 1 tu-idt-n k.tim. Sum it muxs 
dan fragliche Integral in die-eut Fa Hi- 

Dan (lurch den ebon iu*wim*ii«‘u Sntz giS'suidrnt- Kriteriuia 
nuunit cine fUr den Uelimtn-h hrijuiimue F.irm an, w«*im man m x 
Oder Af z (lurch x cn-etzt. .Matt eihtili al-dami enfw. d« r: 

(«) q. 

J(a i 

wobei jetzl* 

i4 > x (z. B, 14 i* it 'f r < r > t i h At, > pj\ M s 1 p > 1 1 , J/ # ^ if); 


( 7 ) Q, : /, * r ’ 

Wf 

WO J/ij. < * (z. Ik rn A SP X - - r, , Ml, ,((*, HiJI Igxf, 



ITBKR HKUIKN MIT POSITIVES’ UUKEKKN. 


{Jm dir gufundrimn Kriturirn mirh nuf mmudlirtu* Urihrit 
anwundrn zu konnrn, buumrku man iulgvndrs. 

lst/(,r) manutun fur x x n and zwur tlaim srlbsurrstuudlidi 
niemais ziuivhmend (doun im Kalb* rums niemttls ahnehmewit'u 

f(x) erkvnnt man ja (tlmu writ on\s dir IHvenjenz \«»n j j{x}dx 

. ,r iS 

* 

imd ^L v J\ id), hu divvrtjirt mid vanvvrtjivt mil drm Ititrgmlr 

ih, 

j' * «r 

I J\x) dx slut h aurh dir Urihr Druu man hat, wir Irirht 

Ja*,i ‘ *, 

zu Bidum, in dirsriu Kuilr sluts : 

-W> < j /V) dx ^ 2>/(H 

»*} II *' ft , 0,, 

flirr mtHehridru also di** ohm grftmdrnrn Kritrriru mrnh 
ohm* writrrrs Ubrr dir Divrrgrnz und <’mnrrgrn/. vuit 

Bhdbt dngrgrn /‘(*r) vun kriurm imrlt so gross anzuurlmirndm 
Wrrthr x-x u ah monutou, d, ti. burnt zt f ix) zum minduBtun tm 
Unondlirhrtt nnendlicti airtv Maxima urn! Minima, s<» find**! rim* 
iilmliuhu Buztuhung zausubuti juitutn lufrgmt mid dm* utiuudliuhon 
Itidhu nicht imdir at at t : vs kumt dann sow oh l das Infugmt 
dimnyitrn, wiihrutid dir liutlto nnivtayiii als uimjrkehrt* Irb 
will dins ztmauhsl an zwui llidspirtmt orlmifura. Man sutzu : 


1 4* xmn 1 7Tx 


hu wird, 


f'/,,,., f'M 


sin 1 wx 


Diw rrstr Inirgnd dor r#^i*l*t**n Suit** i*4 siohtbull vunvrrtjmt, 
diw zwritr dagugon dimxtjtmi, wir limn am rmfurhstrn rrkrwut, 
wrtnt man <\b auf dir Form bring! ; 

f sln%v ' r <i, ,w’' . J' 

Jx m X J r, ( X A j ifs X 

wo jrtzt dan 4*rnt«* Intognd divartjirf, das zuritr huhaunlhub 


* IHiw mt di»r van Ht^nii Eriiiiikitil tuifwliltf^ttrls mioadmtr lul!. ( l#*o 

isinigit Ktnw<«mhmg<m g**g<at mntw lirnl*ai igl, it, *, u, j*, 41M 




IS 






328 


ALFHKU PlUN'tiHHKlM. 


(bcdingt) ctnmn/irt. 

I f (&) da: diveryirt. 

J a* 0 

Dagogen hat man; 


Sow it ergiubt 


/O') 


1 

p 


sit'll srhliosslirh, 


dams hior 


und dahor 1st S/(*d emmrtjent.— 

Betraehtet man anderermut.H das iblgende Remptel ; 

, (t'liHWp 

r ‘ 


ho wlrd hier; 

1 

/dO--- * 

p 


also f{p) divergent. Dans hingt*gen dan hetivtVende Integral him* 
comenjirt, lnsst* sirh lrieht Jmigmi* wenu man duNsrihe in Theil- 
Integralo mit ganzxnhligen ( livn/rii /erlegf. Da hierhei : 


V 

J V 


v +* (t'OH 7TX) u i '** 


< ' {VUH TTJ'Y* 

p J u 


l) l 

2 „ 4 ,., i 2r) p ‘ 


ho folgfc: 



t ti t 

2.4,., |2i0 * p 


und da diem* Reihe am very!rt (wit* man am t-infuehMen mit Iftilfe 
den Ruabe nehen Kriteriums erketmt t m» gilt dan glmrhe tur dun 
fragliche Inti‘gral, — 

Urn nun nueh fiir den Fall **iuen uteht munut*mrn J\j ) die 
obigen Kriterien fVtr dm Benrt limiting dm Reilie Hf\p\ mtt/.btir 
7Ai maehen, verfahre ieh fnlgendermunH*en. 

Bezeiehnef man mit a* (statt, wie Mount gewdhnlmh, mit K tad) 
die groBBte in it enthalteue guttxe Ztdd* und bedrntmt /f#d dim (fiir 
jedoB cndliehe v HelbstversttindUrh ids **ndlit*h nngmmmnmne) 
allgemeine (Hied der vorgelegten Hritm, mi nibgo xtiniirlmt <£(*?•) 
als Function der positives ntetigen Wmnd«*rlmheu a* drfinirt 
warden (lurch die Oleiehung: 


^(•r) j°% 


(N.B. <p(x) ini also vollig tumhtuiwfiy diunit, wit* /(.n fiir 
nicht-ganxzahlige positive *r meh verhidtmi mug* tv*p. dnw t-twa 
f(w) fiir Holche iiberhaupt nielit dotmirt Die mo defitttrfe 



i?BKH HKlllKN MIT 1‘OHITIVRN ULIKOKKN. 




Function <j>(.c) ist ilnim offcnhnr fur jodcs imch no jjtohm- 
ondlicho Interval! intt'<)>'<ibcl,<hi mo dnsolbst durchweg cndlioh und 
nur mit ciner ondliohen Anzahl von Disoontmuitrttou behuitet i.st. 
Zuirloioh crkcnnt man, duss : 


i> | | i'*> H 


mid dull* 


r: 




/O'F 




Folglioh wird S ¥ /(t*) divertfiren odor vmvertjirm gloitdmdf ig 
mit I <f> (*r)<h\ WVmtH man mm auf dioson lateral daa olam 

« *a 

gofundom* Kritorium (l) im, so wird lm*r: 

. M'./uV,) 




Q* - 


m r \$(w f ) w/./un,,.) 


mid f.s ergioht sich also sohliosslirh ftir tins ohigo Integral, mit hut 
mtch fur dio damit idontisrho llothr %/($*): 

<», lim ll>| : Km** 

m st ,J (Mj) {< I : ( uiiimjenz. 

I.st f(j') mud* f\ir luidmv uln gau/ftihligo >r drfinirt, uud 

/(n*) dii* Figonsohuft, dnss tim*^** * ^ l fur h * I (in w*drhom 

.r — # J ('■t f 

Fnllo /(**') of Ion bar norh koftionwogM motsoinjj m Horn limttrbfh so 
kann man in (B) M# und m x ohm* woitoros dim*h M f ttitd m t 
onmtzon, d. k dttmi nimmt dm ohigo Kritorium g**mm dtrs* 4 t>r 
Form an, win worm /(*r) monoton wiiru. Andornfalia hat vh tin 
di*r Form ( 9 ) wart fiowmdrit, wohoi man atior wmdorum tiur-lt, 
analog win in (li) und ( 7 ), turn* dor Funrtiunoii M gt m# dnndi r 
orsHm* kann. 


Im Jiitfasi 181 ) 3 , 




THE ALGEBRAIC SOLUTION OF EQUATIONS. 

I!V 

ALBERT M. HAWIN' ok EVANSVILLE. 

[Thin {Mijwr had bom previously published : A minis nf Muthn- 
v unties, Voi. 6. pp. I Oh—177. LH!)‘2. Editors | 



EINIGE SATZE VOM SCHWERPUNKT. 

VON 

V. HCilLEUEL in 1IAUKN 1 W. 

Es soil im Folgondm an oinigmi Boi^piolm gozrigt wmlm,[mil 
wit* gross* *r Eoirhtigkrit din oinfarhstm Hilfkintfttd dor (truss - 
mannWhon Ausdohnungslohro Lohrsiitzo tin* (lonum!n«* imd 
Morhanik in boliobigor Mongo Hotbrn. 

1. Kh soiou A i» A lt A tU J 4 <iit* Kcknti rims Totmodns* Ibnin* 
S u S- i% S iU S x n*sp. (lit* Kohworjmnkto dor Droiookstlnohou * 1 -.A A 4 , 
A 4 A X A X > A,A x A. u A X A^A Dunn bo.stnhon dio (Uoiohungm ; 

4*S| ” A j p *1 , | <t 4 dA, A, | Jj I AA t j ^ 

'AS, - a , *■ A 4 f A i 3.s\ A, b A, b A t \ 

Hiomun fiilgt dorolt Addition : 

+ - .1, t A, I Ari'A, ..(Sh 

Da din linko Soilo diosor Uloiohung don virrfuohon Sofia nr- 
punkt dos von don Fnnkton S u N„ t S u S x gnbildoton Totmodon* 
( M Scdmorjnmkfe-Totraodor '*) ausdrUokt, dir rooht** dm virrlnohru 
Kdhworjmnkt dt*s gogobonm Totrnodom, so sngt Oiniohnng (2) huh, 
dam httIda Schn*evpunkte zumtmmtmfalien* 

Sohroibt man (2) in dm* Form 

4. ,v> + ,s ’ 1 ,S ’ J+ * V ‘- A, t-a..,n 

ho sagt» dioHolbo tuts, dam die l r evhhidunffnlin iV dee Kelce A x mit 
dBm SehwerpttnH dee (je.tjm alert letjemlen FIli(dat A^A »/t , dueeh den 

Schumrpunkt S den Tetraedevs petit mat da rel dennethmi im JVr/iolf- 
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nisi s* 1 : 3 getheilt wind, Denn .srhreibt man (3) in der nbgekilrzten 
Form 

4S = A t 4* 3>S' t ...{•!•), 

so folgt hierauH dmvh eine leirhtr F inform ung 


(1. h.: die Streeke H$ x verhiilt sink zu A X S wit* I : 3. 

2. Ann den Gleiehungen ( I) folgt weiter: 

A , + A 4 = 2 {N, 4- ) - 1 X, * N,»\ 

A 4 .f A j 2 (*s* 14 “ ^ w I t I 

nebat zwei weiteren Pauren von (deiehnngmn wolehe mis (b) dnreh 
zweimalige eireulare Vertuusehung der 1 mitres I, 2, 3 entstehen. 
Da mm die Smumt* zweier Punkte ihtvn doppelten Mittelpunkt. 
bedeuict, so sngen die ( Heiehungett fb) mis k dttssjedt* Verhindungm 
linie der Mitten zweier (iegenfaudm dm Svhwerpnnti* Tetraeders 
auch dnreh dm Mitten zweier (iegenfatnten dm gegehenm Tetraedern 
geht 

Kchreibfc man die Gleiehungen (<>) in dm* Form 

4 (iS\ + S 4 ) -a | [ A {A . f» J j f-1 (S., i .s', J11 ^ 

- Hit* ♦*.» ♦ *Dl!. ' 

ho erkonnt man, dans jedewntd der Pnnkt liiik^ die Mitte zwisehen 
den bidden Ptmkten reehts ist. Man hat also den Hufz: Jede 
idtrecke, welch e die Mitten zweier (term n fat Men tdnm Tetraedern 
v&rbindet, wird dureh zwei (iegenfatnten seinen tiehwerpntdrt-Trim* 
edern in drei t/leiche Theile getheitt, 

3 . Aun den Gleiehungen (I) folgt ferner: 

A, ...... (H>, 

woriuiH vier weitere Gleiehungen dnreh eireuliire Vortuuttehtuig tier 
Indices l, 2, 3 entntehen, Diene Gleiehungen Hagen, dam jede 

Kante den 8ch werpunkt* Trim edern finer Kante dm gegtiwnem 
Tetraedern parallel id nnd dm drittrn Thr.it ifmtr Idmje bmitit. 








KINIUK HATZK VOM S<‘flWKUW?NKT. 




4. Soluviht man dio (tloiohung (2t niif«n- IWtmksiohtiguug 

'on (1) in dor Form 


:»* + *' + ** 


(OL 


io nioht man, dttss die Sirerh\ welche cine Kcke tten Tetraetlers 
nit (inn Fehwvrpuidct dee tjetjen n heel iependcn Fit trite rerhindrt, 
lurch tier SrhtcerpnnH dec :upmrdmien Fldche ties Sclucerpunkt- 
Vet raw I era peht und dutch tliesen Punki im Ver/diltniss I ; 2 
jetheilt tried. 


5. Fallen zwoi Uogunkntifon Am gogrl unto n Totmodorn in 
liosolbo Khoitu, mu vurwundoln Htoit dio Ktinton dun Tuimodrt>» 
in dio Button und IHaguttalon ohm* ohuuun Viotvok*. J)to tn 
Nr. l~4 onthaituiion Xntzu htoihun in Uottung und orloidun imr 
diojumgott Vomndonmgvn im Wortuasdruok, woluho dnruh dn**o 
Wrwandlungou budingt sind. In diuKoin Fnllr knim uinor dor viur 
Punktt% /,. H. d 4 » huh dots droi iibriguti inittoNt dtviur Xahlun X, p t r 


durch dio (tloiohung itbguiuifof worduti: 

(X -f p 4- n) At » XA { f pA : 4 od . m MM 

Nun folgt huh (0) 

A i -Ea S# 4 N-j 4* N| ■*-* 2*N f | .1 i | ) t 


mdmt A andnron Uloudmngnit, woluho hinmu* duruh umudaro 
Vortannohung nllor vim* hid toon fblgott, KoUt mint dm Worth*’ 

(11) in (10) <un» ho folgt: 

(X 4 p -4 t*) S A ^ XN| 4 pS- s h .....(Fit 

Auh (10) und (12) niohi man, dam die Vimrke A t A S A % A 4 und 
(** Bidtworpunkiviorouk M ) eimmder ahntieh mml 
Hot H dor Hohnittpunkt dor Diagumdun Am Suhworpnnkt 
vimdkw. Damn wi ttanli (12) 

(X + v) H a= \S t 4 - m% : ..3 (x + p + r ) S, ~ 13). 

Dorm tmeh dioaon Uloiohungon i*t S dorjonigo Funkt, wolohor 
gloiehzoitig huh M u und hum S it N 4 abgotoifoi wordon hum, fl ft, 
dor Bclmiitpnnkt dm* (Joradon tin*! F f %. 
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Soi fcrnor A dor Sohniflpunkf dor Diagonal**!! dos gogobonon 
Viorocks. Dunn ist. nach (10) 

(X + p) /I XA J f pA a ” { X -f fM ”f* v 1 *11 fi* 1 14). 

Addirt. man dio (iloiolmngon (13) und (14) und dividirt durch 
% so erkonnt man, dim s* die Mittelpunkte fidpender Streeken auf je 
einer Geraden !ietjen: (1) AN, A t N s% *1 Nm* (2) AN, A N,, A 4 N 4 , 

6. Bostimmon wir ondlioh nuf don Ditigoimlon dos Viorooks 
A,A U A ; ,A 4 din Punkto A . :t und A u dumb dm Bodingungon 
AA 4 = A.A. U und AA X - A : ,A U , odor, andors nnsgodrvlokt ; 

A -** A4/l.j -** A 3 4: A — A t ^ A A — A j ( ***•«•*.» f 1 «*). 

Yorbindon wir fornor (1) A, u mil A t untl A (3) A tJ mil A. 4 
und A 4 , (3) A l;i mit u% so ontstohon din Dtvtooko A t A a A 7U 
A «*A 4 A jj|, A /I };| A y 4 . 

Multiplioirt man mm (13) mit 3 anil orsotzt N lt N., N it N t dumb 


dio Wort.ho (1), so folgt 

3(X + a)N (X + id (A* I Aa 4- A A ; + vA % .....A Id). 
Androrsolts folgt aus (15): 

(X4i/)A l:l 4(X + a) A -(X fioA* HA f n) A 17), 

und, wonn num hiorvon (14) subtrahirt: 

(X + iO A sl ^#»A t 4 XA ? .......,(!H), 

Sotzt u«m ondlioh dio roohto Soito diosor (Uoiohung in (lb) oin, 
so crhult man nach Woglassung dcs gomomsumon Factors (X 4 v ): 

3N A, M*4' *k;.*... (HD, 


d. h.: N iv£ c/er Htdiwerpuidd den Ih'eieeks A 2 A *A, ». 

Fernor folgt aus (15) durch Subtract ion : 

A j — A 4 ” A ? —* A 34 *— /I j 4* A 1 1 , 

ndcr A, 4 A 4- A ai « A, r P A 4 + A H .....(20), 

d. h.: die Dnneeke A j A .,A » 4 und A 2 A t A|i lit then denmdhen Se/t teer* 
punkt (N). 

Kndlieh folgt aus (15): 


A + At; 5 ■-» A t 4- A,i, 
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oder, indern man beiderseits A 2i addirt: 

A + A 13 + A 24 = A 1 + A z + A u .(21), 

d. h.: witch das Dreiech AA r3 A 2i hat den Schwerpunkt S. 

Man kann nun die letzten Resultate in dem Satze zusammen- 
fassen: 

Trtigt man auf jeder Diagonale ernes Vierecks (AiA 2 A 3 A 4 ) den 
kleineren Hirer Abschnitte von dem andern Endpunkte der Diagonale 
aus ah, und verbindet jeden der beiden so erhaltenen Punkte A rs , A 2i , 
mit dem anderen und mit den Endpunkten der anderen Diagonale, 
so entstehen (wenn A der Schnittpunkt der Diagonalen ist ) die 
Dreieoke AAyAu, AAA» 4 , A 2 AAi 3 - Und es ist der Schnittpunkt 
(S) der Diagonalen des Schwerpunktvierecks (S) der gemeinsame 
Schwerpunkt dieser drei Dreieoke . 

Ebenso erhalt man aus den Gleichungen (15) durch Addition 
anderer Punkte das Resultat, dass auch folgende Dreieckspaare 
jedesmal demelben Schwerpunkt haben: (1) A X A 2 A Z und AAA 12 , 
(2) AA^z und AAAu, (3) AAiA 4 und AAAu> (4) A 2 A 3 A 4 und, 
AAA<U' 

7. Die in Nr. 1—4 enthaltenen Satze liber das Tetraeder und 
die Schwerpunkte seiner Seitenflachen stehen in genauer Analogie 
zu den Siitzen der ebenen Geometrie liber das Dreieck und die 
Schwerpunkte (Mitten) seiner Seiten. Die hier angewandte 
Methode gestattet ohne jede Schwierigkeit auch die Ausdehnung 
der hier mitgetheilten Satze auf die dem Dreieck und Tetraeder 
entsprechenden Gebilde der Raume mit mehr als drei Dimen- 
sionen. Insbesondere findet die oben erwahnte TJbertragung der 
Satze vom Tetraeder auf das ebene Yiereck ein Analogon in der 
tJbertragung der entsprechenden Satze vom vierdimensionalen 
Fiinfzell (Pentaedroid) auf das Doppeltetraeder (12345) (Fig. 2) 
mit seinen sechs Seiten (123. 135, 152, 423, 435, 452) und vier 
Diagonalflachen (134, 124, 145, 235), welches aus dem Fiinfzell 
entsteht, wenn eine Kante desselben (z. B, 12) mit der gegentiber- 
liegenden Flache (345) in denselben dreidimensionalen Raum 
fallt. Und ebenso, wie das aus dem Tetraeder entstehende Viereck 
(1234) (Fig. 1) mit seinen 4 Seiten (12, 23, 34, 41) und zwei 
Diagonalen (13, 24) zwei verschiedene Formen erhalten kann 
(Summe oder Differenz der Dreiecke 132,134), je nachdem es eine 
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Ecke (4) odor koine giebt, die in dem van dan anderen gebildeten 
Drciocke liegt—ebenso kann aueh das huh dam Funfeell enistuhende 
Doppeltetraeder (Hexaoder) y.wvi versehiedene Forman arhalian 
(Summe odor Dirterenz dar Tetmeder 42.1a, 121a), jo naehdem as 
eine Eckc (1) odor kaine giebt, dia in dam von <{an anderen 
gebildeten Tetraeder liegt. (Vgl. hier/.u nioinen Aufsatz : “ (ibor 
die vcrschiedenen Forman von Oruppen, waleha r baliebigo 
Funkte im /Miimensioimlen Rauma bildon konnon/’ Happen 
Archiv der Math , v. Plnjs. ( 2 ) x. p, 291.) 




DER P YT H AGORA I SC H E LKHRSAT Z IN 
MEHRDIM ENSIGN ALRN RAGMEN. 


Vi IN 

V, HEII LEEEh i\ II At5 |*!N l W 

1 , 1 st AUtl « 4 ii 4 IIndork, h«» i,h| nauh <U*m 

uhor (lit 1 ijtntmet rimin' AddiUnn tier Hireekrn : 

i it Ai \H A x 

mlvr in fillerktltv,I rt if»^rt«dtfitifttj: 

A § *1 ti* I <|| ........................ Cl), 

KHz,!- iniui Entrr tm*’h don M**thudmi dm I iniNMuiutu’sohou 
Aumlohmmg4rhiv 

tfh t’«w (nhl (ii h),,,,,, .(2h 

uml w *t I #r a' .. (3), 

vvotnd (ii/lil (ins innerr f*rmlttet \i»ii it ttttd h, tmd #i 4 Ann iuuam 
Quadrat von #i gosmuut win!, an ft%i atm (1) tltttvh BUdung dt*N 


ittfiornt Quadrat***; 

11# § a f ■— 1/ f ‘2(o h\ f ii 1 ..... (4), 

uln Aliwlrtirk don alltjemmmm ptftlnttiwtiixrht'n Hatzrn, 

1st h mmkmdkt sm a, m> i*t unvh f tl 

VtJtA - 0.<5), 


mid Fnnutd (4) stullt dm grWfdstdmfmti Hat//, dar. 

2 . Htdim vi hi Pimkf U drm tir^rHtJd.o Stivrkon huh : 

0 ■« A a, 0 *** If /#, () (* ■ r\ wtdrhr drtd I>rm*oko tuition : 


UAH, OtU\ (hi*A , Hu Mind dm Fliirftm dionor Ihvimkr rmp, : 

ft | \t>r ], f i \ jrnj 4 7 \ \ah\ (A), 

Hindu lndmtot /, 11 (!r j Am A nssrrr I* rod mi von h und r, uml 
dor ttnmermr/iti Werth donmdBm mt gog'dim dtirrh die Att«drU<*kt*; 

I V | l*e j 5 liVMinllirl .......... .......... <7). 

o. i*. 22 
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Nun ist im Droiock litK\ analog wit 4 in A OH (Nr. 1 1: 


{ D-.0) + {U -/*) = <// ~a) 

odor in abgokurxtor Bo/.oirhmmg: 

h 4- v {h 4 r} ... (8), 

Durch ilussotv Mulliplimtion dor Uioudnmgon (1 ) mid (8) 
ergiebt sich 

[r//*| 4- [nr | 4 [Ih'\ [(/> f u )(/> \ *')) ..— (fl). 

Bonn oh ist naoh (7) 

4- J[bbf - Id sin ( hh) — 0, also unoh [ hit | 0.{10). 


Dividirt man (0) Gliod filr Gliod durrh 2, so folgt mil Ruokmoht 
auf ((>), dass die geometrisvhe Hum me t! trier Fldehen vines Trtraeders 
gleich dee vierten Fid eke ist. 

Schreibt man (9) in dor Form: 

et F fi F7 (ot f p) t 7) ... (Ilk 

so folgt hit 4 raus durrh Bildung dos intioivu RJuudrnlos; 

(cm + f 7 t i 'Mfiy) f 2 ( 7 ^ 1 ...(I 2 k 

odor, wenn dor Inhalt dos Diviorks A Itt ' dumb t\ tmd /. Ik dor 
Nebonwinkol dos NVigungswinkols dor Klaolion a tmd A mit {a£f> 
hezeielmot wird: 

p as a a 4» A " + 7 y 4'* 2a/d e< m ( f xfi | p 2gFy o* >s { fty ) I 27a rt jm 17a K. 4 I 3) *. 

IMono Forum) driiekt tlon alttjemvinen figthttgurd isr/trn Hatz des 
drddimmdtmnlen Rtinmen huh, 

Ktohon <lio Ktrorkon u, h % e auf oiimudot soukivoht. so gvht 
(13) ilber in 

S J a 3 4* ft 1 4” 7 4 

and stollti in diosor Form don gowdhnliohoii pyUrngoriiisrlmu Sat/, 
do« Kaumcs dar. 

3. Eh Koitm mm im /mluimnstomdon Rnttmo u von oinom 
Pimkte attsgohondo auf oinandor sonkroohio Strorkon gogobon. 
Zwinehen jo zwoi Endpunkton dnmdbnu tiogf oiuo Sttvoko, /, wisdom 
jo droion (‘in Druiock, zwisdion jo vtoron du Tot ruodor ; allgomoin 
zwisehon allon n Endpunkton oiti Uoliildo mit in -1) A us* 
dehnungon und n Eokon [(a — 1 ydehniges n*Kek\. mdgo 


* V^l. (iraMHintinn Amdehmm*i*hkrf tt, * 1*18 H 4 II, 








l*\Tff AUOIiALKiilKIt l,Kit UK AT/. 
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las Hyputrimsrngrhildr Irntvmt, In-nmr hrgtvn/rit jr {« Ii 
enkrrrhtr Sttvr.km zusanmmn mil ritmm tins Hy|a»triiusrngrbildr 
mgrrnzrmim {« - 2bdrhnigm \n I l«Krk vin mums f« It 
lehnigrs a-Kck. Dirsr Irtztnvtt (Jrhddr nrngru Kjithrtrngrbildr 
udssrn. l>ir n KuUmtrngrbildr /.usnmmrn mil dnn Hyjmtrmmrji 
rrbildr brgivnzrn rin n drlmigr* ivrhtrrkigrs |/i f i ) Krk. Smd 
laim a x% <n. t ... a n dir {a 1) diumimittfialm Vulntmtta dvr Ratbrim 
rrbildr, und ini tr fnt das Vuhmirn drn H\jHdrnusrttgrinldrH, s<» 
jrhiilt. man durrh rin Yrri’aluvn, wtdrlmM drm tit Nr. 2 hrfidgtru 
mnlog int t dir Koruml ; 

(t n i t ’ ad f </, t ... f a n \ ........UK 

ds Ausdrui’k ittr dru grwutmlmlmn ptithatjavaisrhm Sat/ drs 
n-dimt'n&umalvn Ha wars, 

Wrtm r lt r, t r,, ... r n dir auf rmandrr :^*iikrrrltfnt Knisfrlt 

brdrufm, mu Nt H. drr Inlmlt drsjruigru KufhrtrngrbddrH, 

wrlrhr.H dir St rrrkr r l} Itirlif rut hid! I 


und drumarh dir Ktimmr drr K>uudmtr sarniaf Imlmr Kuf (trim 

grhildr 


r 4 ry*| .,. r n 


til l 

» i i ... i 

u> n- 


'V' *v 


4. 0in dir (Ihrrflarlm rim*h vrrfdrvkitjvn Trim* dvrs tn tin 

Rbnm abz.ubildrn, drttkr man nirh jrdr drr divi Katfmiriitltimlfrit 
urn ihrr tnif dvr liypUrmmrnfltmlm grutritmutim Kattfr imrli 
ausHrn bis in tilt* Rbnm drH 1 lyfmtrmmm Ihvmrks grdirht 
Dana rrhtilt man rinr Abbildung (Fig, II. in urlrlmr nllr Kantmt 
und Flimlmn in nnvrmndmlm* l trussr rrsrhrinrm dir nU 

“ Nrtz," tin grwbhnlirlmn Siimr hr/.mrhimt wrrdm kanu 

In analugrr Wrisr kaitn man smb dm virr Hatlirtmk»*i j»«*i 
rums nrhUrkajm Hit u/zvHh um ihrr in if drm H y|x>tnmsruk« »rjmr 
grumiiisamr Kbrtm his in dm Raum dir.sr* Rbrprr* ifrdtvbi dmkrm 
Dami rrliklt man rim* dividimmsmualr Abhilduftg taut dir Khntr 
preijieirt. in 1%, 2) in wrirhrr rbmtklk all** Kitulm. Klindnii tarnl 
Kbrprr in unvrnindrrtrr <triissr und i irstalt t-mrlirim-it, dm aR»> 
aln “ Zrllgrwrln*" tlrs rrrlltrrkigrli Kllnf/rlK hr/«*irhltrl ttrrdrti 
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karmttber jeder FlnehtMlrn Hypotrimstni -TrtmrdrrB J .J ,J 4 
erhobt Hich ein bei A n rrehteekiges Tetraedm I)tn* Untersehied 
dieser Abbildung von der gewuhidiehen <Fig. 3) hrntrht. nur 
darin, dans die vier reehteekigrn Tetmrdrr in d»*r Irt/.tiwn nneh 
innen projieirt, ntatt unvorandrrt nueh nuHsru iuifgt\setzt Hind, tmd 
die Ecke A B gemeinnam haben. Hind jr y.wei Uegrnkanfen des 
Tetraedors A t A^A :l Ai rinander gltdrh, bo g«*ht dir Abbildung 
Fig. 2 in (due rechterkige Ktinle { Pumllrlrpiprdon) mit rin» 
besehriebenem Tr inu*dt*r iiber (Fig. 4), urnb wvnu dirnra 'IV trawler 
rogolmilaaig i«t, in elnen Wiirfel Kind j\ //» <: divi utiHtoasrnde 
Kimten der reehteekigrn Saule, hu geht dir pythngomw-he Funnel 
den reehteekigrn FUnfkells liber in die Idmiiitat 
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GRUPPENTHEORIE UND KKYSTALLOGRAPHIE. 


Vti\ 

A. SCfloHN KLI KS is* iUlVVlSUKS, 

l)lK ururrrn uuithrmat isrhru { *i$f**r? 4 tirtiiiug*ii tut Urbmi d«*t 
AryMallugmphisrhrn St rttHtirf hrnrirru Htrhrfi ini wvm'ut Imtim 
.utliT drm KiitfltHH grtipjiHif hrm*! mrlirr lk<gnfEbddnngrn I*m 
tvarharndr Hrdrtituug, dir i|iT < trup|*riibrgriU' in* VnUnf d**s 
rty.trn Drrrniitrii it* drr tvtitrts Millfnifiii!tk »*tliing 1 ha?, n! 
mvuhl nuf dir FitMMUUg, nU atirli mil' di»* IMtiitidlttffg d* r » iii 
^‘hliigigrii 1 Vablrnn* uni hrHtuidrrrm V*»r!rft g«'Wt^D, 

Wir wnllrii tmtrr rinrr ruhhdiMrhm Kumutraii*f*>rttmf i»*j* mil* 
udt’hr Vrmtrhmn dir jrdrn ICjiuiiiI t*ll III rflirfi illtil nmlm 

nlrr in riurli Hpirgrlbildlirh gtrtrhrii fintimtril tlfirflHtlll Ah 
hum nmfumi dm Tftrartr <lrr Grtijijini u*n ruklidmrlmu Tuuu 
brand huma drs Kt rahIrnhitndriH dm l#rttfv u»n drr Sym-mniih 
Irr Kryntnllr, widitvad dir Tfmarir dm initilidwrfmft Tmmdbi urn 
•ianHgrtt{tj»rn drn Kumars mil dm graumf n*rhm Tlimnrrt* tibm 
lit* Strut*!nr drr KryntidKidi^tiin/, grrudr/tt idrnt m*h hf s 

l)m uhrWfr UrUfldgrttrt/, d»*r krvstallhiflrn Muirtir ini 
mkanaUirh diw HymmvtHwjmit , Brstitnmf umn m rtnrt 
H*lit»higi*n Ktrhfnng #/, dm van mama Kusiktr U itimgrlil, dm mil 
f phyniknliHah glrirhwrtligru Emit!mtt»m tj u hi* mi da fmgr 

lirw*r N von O Iinnliillfrtidni Kirhttmgm strt* diirrti twr*ti«ifiil,r 
\vmmrtnr«ngrnHrfmft.rti iiuH]^«*/.t*U*hti<*t I h**Hr Symumf nrrtgm 

ehuftrn Hind da van itiiiibhitngig, wtr dir KudiUmg *j mm rbalb 
Irr KryntallmiiKHr ungmtmunrn wird, sir rrhnltm *udt iibridi*^ 
vahrrnd drr wrtdwrlndrti jdiymkidhrhru ftu»tnu«|i<. in drum mrh 
Irr Krvntidl brfindrn knntr Pirsr Thntmrbr biblrt dm IuImIi 

Irn Symmriri«*grHrt7,t‘s ; rn zidgt, dans dir Hyiiiiitrtrsrt*igi‘ii#rfiiifi*-n 

Irr A Kiehtungra rim* blrdmndr Kigm*rhitft «|m KrymiSIr^ 
btdm, dir umn Mritim KynitnH liridfiuimfrr m nrtuuii jifjrgl 




A. S(‘iiuFAFUKS. 


im 


Die Sjfstt'Mtttik drr hr^ijilh' ln*/w«*rlvi thr»* Kmfrihntg naeh 
dem Symim-trirrharartrr. Si** lattfl dah« r ant «1 i** gvumrtrisrlm 
Aufgabr hinnus, alb* Yrrbindummn \n*i Suhum*! rbvlrmnntnn 
anzugfbon, dir riant Punk! f* * ^ f lassm, vmd dm- is| gru[i|H*u~ 
thaorvtiM’h idriitEtdi mil d» m Pi **blnu, a!!** * udlmlmn mid 

disnmtmuirludiru tJnipjtrji mn mtkbdnrttrn 1'ianstunuatimirn 
dc*H StmhlrnhuudrE tu M*d* ab/nlnf**u lb? • Mi* Lining dirsrr 
Aufgabr vrrdankt matt imkauniImh *l« iti Maibnn^vr Muirntlngni 
(A R H rsNrl; vt war dryjrmgr, *I**i in d»T AnfV.idtlnng ullrr 
SvMmrtrirarfrn mu gmmrtnsrhrN Pnddnu «*rkn»mt«\ tutd dir 
Notwrndigkrit brgnfP v* drdurin unitftntiut im*1i /tt brlmndrlu 
(18.10). IHr Zalil dm^n* Sunm* mrgnijijini in h* kauntlirh 
tmbrgrrn/J gross; dm 1- Krystullrbvvsmt m* 11m dirjmigm vmt 
ihm*n dar wir wn'tpis m* 4 in 4rr l* 4 ** 1 . 4 * tint U htv.mrhimn 
drrrn Sviniunfrtrii\rn /wm dm- un <**b"r M-rli^/jibii^ siud. I>ir 
Hmsrhruukung nnl drrarft.gr Av*it mf mi* I***1 - dr.s ttt'srt'rft tlt*r 

rattunnltii l ml ires , 4m dnlurf t\* Abb’ifiiiu* aSIm itingliidtru 
Kryntaltrlussm bmitlif 4atmr .ml /mm mij»umd* /mmtnmmn 
Grant/.on, ant diiii S\ miinii jr^»*Nfc-t/ itnd linn i *»••** !/ 4m rat lotmirn 
Indiras. 

Eh bndart knum tin Kf iitiltming, da***., tn tlrmrlA Arbrntni 

grujuu'uthrnvtisrhr \ orMrtluugm n*«di iu» lit nt tuidm mud, nit* 

wartii ihm, sow it* srium <U*nf nobm X* itgnm r<« it, n*»rh uubidumnt. 
Man wird nitdi! Ibid g»dtr!i. wmn man in 4* i ! uhrkaunf Hrlmfl 
in it dtii grujijirnthroivi jsidmi* pH-gufb-n dm* tunn? n Giund dalitr 
rrhlirkt, class rin an wmi\tdlos Kmdiai, wm diisimtgr H ** *mrPs, 
dahmdmtr hindtmdi liftbruritfrf bb ib* n k**nnf**, nwi dm^ M'hriut 
um Htt nitdir /aitivllbiid i\\ m*hj. ai.n *«'lltHi tin* «*i *-ii ltir.Hit*P 
brngtai finr KrVHtalisyHttumfik flr.iv.ti . ilapii ttnd < bidtdin 
{1807) audit Hufbrt m d*a Wrbjvjtmuj grhm gt ^iinl din iburn 
tlt*r Siydtn mudi ztikiiin. Ibia a»*if*-rr Inis'ir^fi" an d**r lirdiiiiivrii 
Bidiiindltiftg tit *h S\iumt*trinj*!t»l»lniir^ ml * i m /irmindi in tnat 

Datumn: i\h lint audi »*mi t nf w mk*'lf. smidifiniu di»* in'i!rrt*ii 
Abbdiimgtii v<»n t*Vdm *>w f V i An t»* und M iniiignrtttln «*r- 
neliiunm wiinau vnu drin-u jrdtidAllH tin* }»? idnu imfnr dm* 

Hnrrmdmft dt*a Uru)i|t«*uh**i 4 rirtk vui»Utui\t'U hiii»I 

Erlitdditdinr i^t d« r Aufril, *t* i» dm gnij*j*‘ ntbnanttH<dit*u 
Idtani an tlnr Atmgi^f Iiltniig d<*j Strmtui irt-n Itir nudl ill 
Aunprutdi indifiuai tltlrfbn, lb** ni%imi V**r^f* l!n?igt*n tiln*r tin* 



miriTKNTHKofUK VSU K U VST A U,uul( A PH I R 


B IM 

Struetur drr Krystullsuhstaux stud bekunnt lirh an I* fraiiztisHehem 

Boden erwarhsen. Sir ^rlnai vmi drr fttiidamrnialen I {\ pot hew 
aus, dass die molrkulan* Fulmar! drr Krysfalle in drr iverl • 
massi^m Anorduuu)' drr Knstallbatistrinr thrm Au alrmk tiudet. 
Dir.sc Verst filling ist. seitdrm ilir d«T Abbe Bmr Jnsi Ilati) 
zuerst Ausdrurk tp-grbm t 17M ), tifmnfrrbrerhrtt iu Drifting 
^rhlirhrn ; fast allr Autotvn. die \tTMirhf hnbeu, drh tti h* i* dir 
( \ms\ itutieu drr Kn *t ullstibsfati/ tilir b**st itflliit r AliNlcht /M 
bildrn, grhen veil thr uus, Auf matIii'Uia!isrhii* S«-t!r hnbrtt *4rh 
sehon ('a uehy {1S2H > uttd Do j vsoii \ I s;j*h mil drr Dyimmik 
regel massi^er Dunkls)atrmr brsehafttgi, 

DiejrnigV Wrndutlg, dfljvlt \\»-trite dfr gejiunnte I fypot hrsr 
das Hrrht rrhirlt, dir } irdetl! tllig rilh'i Ttirnrir /.II IiriiUs|inirtir|l, 
trat <hm*h Bra va is 1 1*di$, Zwar batten brjvits I hdafesse 
mid Did sNoti dir i i a U) 'srlim VoiMelltUtgrlt m pmeisrlVI Idiiiii 
dutvh die imtmgiUer.nl igr A mm luting drr KnU ailluttmirtne 
rrsrfzt ; nber «*rM Bt a \ am Imt dn*M*r Atnrhauuiig dire l he.*jv 
t^ Betvrhtiguug grsirheti Hr war »•% drr drii XarfittrH 
rrhmHitr, dir Baittitgtftrustriirtiiirii i*»-rade dumb diejrnigen 
Syillllirf rirVrfllldt IIIHSI" aUsgr/.riehm f mid, da* sjrlt b«i drii 

Kry Mullen \orftndete und dim aejt tin j**dr dm ,‘i‘J Ki % sf allc Insert t 

Strurhuvu nngrbru beetm, tli-rm Sunutrtim mil drr S\itimrine 

drr bryatglirften K r\4 allrlassr ubrjvmsf imuit Ks \ndl**Uf trim*!* 

h<i’\errrhelnil /M Wrttfeli, dltas .srim* The* .t ie .Ulrft IlnotoMt 
ruimrijiimt imt I riulirif lieh ttttfgrbatlf war, alt* » r list' Si met nr 
tur jrde drr 4* K ly stillfrIII,-r,rII III gSrtrtp-j We I,Hr Itef/,tlsf r! Irfl 
\ erittocltfe, 

III DeiitHrliiaiid M’liritit das InlrresM* fllr Ufelmtiiirr Sjirriila 
tieiiefl III drr etsfrit Hiilftr dr* J jibrlttifidrils iiirftl hrHomlrt'H 
K r< grWeHett m huh, tt iilirsriirliilieli III Frdgr rilirf Writ 
veriimtrtrn Aluirl^nilg ^e^rli alMimst i^rfir V*i|'h|* d!nn.^rli i tt jr 

dnreh dir datuals hrnsrhrnden jilide^MjiluHi tirii Srludmrinun^en 

liediligf wnnie, Sit 1 st *|i«* AldiainIItltl^ i**ll Srr Itr I ! lH‘2'11, drr 

eliiadhllH srlieii uni tier Uatuu^tfteisiruetur ejinsrir, fast ulur 
jrde Benefit m*J* ^ebljetten, Erst m d«n* let/tell «fn(ir/efiliir|i iHt 
hierili etn Willidei eilljyfrtref#*tl ; atlf tint is! Ilfndl die Neutiek'tmiig 
dt‘s futeresseH tin* die Fni^m tier Kivstaflstiuetur mrnt'km- 
fiihrt'ii. ( Bemll is! tins BestieBrn m den Vuidrigmud tri*’U t 
“das Itillrre der Xiitlir** /*ti erfassru, itii’ dynaiiiise||«-|i \ *»i 
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die auf dem Spiel der molekularen Wechselwirkungen beruhen, 
selbst der Rechnung zu unterwerfen, und auf diese Weise in der 
Befriedigung unseres Wissensdranges einen weiteren Schritt 
vorwarts zu thun. Der Wunsch, aus der Qualitat und der 
Lagerung der Krystallbausteine die allgemeinen Gesetze der 
homogenen Krystallsubstanz ableiten zu konnen, hangt hiermit 
aufs engste zusammen. Ob die Erscheinungen in der uns 
umgebenden Korperwelt auf denjenigen molekularen Vorgangen 
beruhen, die wir flir sie postuliren, ist freilich eine andere Frage, 
die gleich vielen anderen, die die sogenannte “ Uebereinstimmung 
unserer Erkenntniss mit der Wirklichkeit ” betreffen, eine Beant- 
wortung vielleicht niemals finden wird. Aber wie man auch 
hieruber denken mag, ob mehr oder weniger skeptiseh, man wird 
einer Theorie die Anerkennung nicht versagen konnen, in der die 
beiden empirischen Grundgesetze der Krystallsubstanz, namlich 
das Symmetriegesetz, sowie die Beschrankung auf zwei- drei- 
vier- und sechszahlige Symmetrieaxen, als unmittelbare und 
directe Consequenzen von principieller Wichtigkeit erscheinen. 

Der Fortschritt der Wissenschaft hat bekanntlich gezeigt, dass 
die Bravais’sche Theorie nicht die einzig mogliche ist. Die 
Anregung hierzu ist von Wiener (1863) und Sohncke (1867) 
ausgegangen; beide wiesen unabhangig von einander darauf hin, 
dass bei den Bravais’schen Structuren alle Molekeln parallele 
Orientirung im Raume haben, wahrend regel mass ige Anordnung 
von Molekeln im Raum auch ohne parallele Orientirung moglich 
ist. Hiermit war der Anstoss gegeben, iiber die Bravais'sche 
Theorie hinauszugehen und zu Fragestellungen von allgemeinerer 
Tragweite fortzuschreiten. Die einsehlagigen Probleme sind durch 
die Arbeiten von Sohncke und Fedorow, sowie durch diejenigen 
des Verfassers, jetzt soweit geklart worden, dass man, wenigstens 
in geometrischer Hinsicht, von einem Abschluss der Untersu- 
chungen reden kann. 

Folgende Fragen sind es, die hier im Vordergrund des 
Interesses stehen. 

(1) Welches ist der allgemeinste Begriff einer regelmassigen 
Verteilung von Materie im Raume, resp. eines regelmassigen 
Molekelsystems ? 

(2) Wieviele verschiedene derartige regelmassige Molekeh 
systeme giebt es? 



imrtTKNTHKOUIK vsn KHVSTALLuUHAPHIR 
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(:i) Woriu druekt -h der S\ uunetnerharaefer ernes solehen 
Systems uus, uud wrlrhes ist die Suumetrie der eiuzelnen 
Systeme { 

( 4 ) Welrhe StniiitIranmat'll sind aiif (Irmid dieser 
Systeme mbgiirh und welrhe (^unhtat wird bet jeder Stntetur ■ 
autTassuug den roust it uiretiden liausteiueu not wendig heigrlrgt ■ 

I He Itrgrlumsdghrt! ties Molekelsyst ems 1st vuu alien Aut oren 
dahin definirf worden, duvn alle Molekelu \oti gleieher Art sind, 
nnd dans jrde v»»n thttrtt vm* deu beuaehburten Mtdekeln nut' 
glrirhe W * * i so umgohru 1 st, I Vr eigent liehe luhnlt dieser 
Definition bt atier nieht burner gleiehartig gefusst wordeu. 
VoIU Htultdpunkfe tier (*1 tlppeMl henrie lussen sieh die 1 "liter 
sehlede folgendennasseii krfili/j'ielllieli, Kf I£ ein regel mussige* 
MolekeNysfriu Itlld M eifir seiner Molekelu, ho lass! sieh die Lflge 
idler tibrtgeti Molekelu mis M dadtireh uhleiteii. dans man M tier 
Ileilir iiiieh den sumtuiIndieu Tram-format iotten A , H % *dner 
Stdmar ft unterw irf't 1st dune Selumr elite (Irnppe vun Tninsla 
tionett, so ertndfiii m ir the S\steme \ on Hnu a is, in denen die 
Mtdekeln tmiignteitf nml parallel orient irt s$nd ; inf sir tdue 
allgemeine Ihw\rgnng*gntpp»\ mu etgebru sieh the Snh nrkeWhen 
System*', in tleueu alt* Mtdekeln emauder rougruent, aher nieht 
nadir parallel orient irt stud ; tst sie emllieh *une ( Irnppe, the heide 
Arteti etiklttliseher Ttatisfunnationen eut halt, ho ergebru sieh 
die idlgefiieifiMfefi fvg«dlftflMHtgef t Molekelsysteme, ill denen die 
Moieketn tlieils eiiiigrtteltt* ffsetb splegrlbildlteft gieieh Hind, Aut 
die Xotwendigkeit„ dlese Sy si elite III die Si ntet nrt lieurieeH mil 
autVamehtnen, bf /must \«*ti Chirie tlKSli nnd Krdorow ( 
htngewii’Heii worden, 

I He Znfll tier so definirf eti irgelimewigeii Molekelsysteme 
hetragt ini Uan/.en TM), Fttr jrde* System £ giebt es eine 
Clrnppe von enklidiseften Hanmtmnsfurmatmnen, die die Kigen 
sehaft hat, dass Am System X bei jeder Transformation dieser 
(irnppe in nielt uhrrgrhf Jedetn Midekelsystem bt auf these 
We be elite t irnppe V /Uge«>rdtiot, the HUN Hetlten HiUumt lieheii 
I)eeko{»*miioiieii besfelit ; it* ihneti, renp, in iter (Irnppe r kommt 
die Symiuetrie Am Systems mm AmArnvk, liter hat aitdi nun 

tins Wtehtige lieMitllnl »i’gelie|i biltlet tile 1 lilUptsttltze del 

HtrneUirtheorieen Am* p ile der TAO < Iruppeu V tuner tier 112 
Oruppeii (i vt»n Syiiitneirt**eii mmipirph mt> die deu d2 Krystalb 
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classen entsprechen. Die sammtlichen 230 regelmassigen Molekel- 
systeme zerfallen also rficksichtlich der Symmetrie in die namlichen 
32 Klassen, zu denen die vom Symmetriegesetz und vom Gesetz 
der rationalen Indices ausgehende Deduction hinfiihrt; die 
beiden empirisch gewonnenen Grundgesetze der krystallisirten 
Materie erscheinen also wirklich als directe Folgerungen der 
molekularen Hypothese. 

Es eriibrigt noch, auf die vierte der oben aufgeworfenen 
Fragen einzugehen. Die Antwort lautet, dass es eine ganze 
Reihe verschiedener Structurauffassungen giebt, die unter einander 
geometrisch gleichwertig sind, und zwar ist dies so zu verstehen, 
. dass es bei jeder derartigen Structurauffassung gelingt, fur die 
-Krystalle Molekelsysteme zu construiren, die die namliche Sym- 
-metxie aufweisen, wie der beziigliche Krystall selbst, genau so, wie 
es pben von der Bravais’schen Theorie angegeben wurde. Es 
fragt- sich, in welchen mathematischen Thatsachen dies begrilndet 
ist, "imd welches die beztiglichen Structurauffassungen sind, 
Hiertiber ist, wie der Verfasser ermittelt hat (1891), folgendes zu 
bemerken. 

Die Art der Deckoperationen, die ein Molekelsystem gestattet, 
hangt augenscheinlich von zwei Factoren ab, namlich von der 
raumlichen Anordnung der Molekeln und von ihrer Qualitat. 
Sind die Molekeln unregelmassig geformt, und frei von Sym¬ 
metrie, so kann es keine eigentliche Deckoperation des Molekel- 
systems 2 geben, die eine Molekel in sich iiberfuhrt; bei jeder 
Deckoperation des Systems muss die Molekel M notwendig in 
eine andere Molekel M' tibergehen. In diesem Fall umfasst die 
oben erwahnte Schaar 0, durch deren Transformationen A,B, 0 ... 
aus M die tibrigen Molekeln M a> M b , M c ... hervorgehen, auch die 
sammtlichen Deckoperationen von 2, sie ist gleichzeitig diejenige 
Gruppe, die wir vorher mit V bezeichnet haben. Ftir die so 
skizzirte Structurauffassung kommt die Molekel fur die Symmetrie 
des Systems nicht in Betracht, die Symmetrie beruht vielmehr 
ausschliesslich auf der Anordnung der individuellen Bausteine; 
ich habe daher fur diese Structurauffassung die Bezeichnung 
reine Structurtbeorie” angewendet. 

Die Identitat von G und T ist keineswegs jeder Structurauf¬ 
fassung eigentiimlich; vielmelir unterscheiden sich die verschie- 
denen Structure!! gerade durch das Yerhaltniss, in dem bei ihnen 
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ilir Srh.iii t; liiid die fJmppe V m eitmnder stehen. Wird das 
mi. I'lx ! i.in dirndl die Idmtfifnf v*m f/ and l\ resp. durch die 
inn- ^uinmili-urn dmgeneilt, so iiegt in der Bra vais’sehen 
<I»4'4 **■ 11 *irii• K\frnii t*u\ Bid der liravais When Theorie 
lllr ^‘dinir f/ imr ;m* Tmiwlationen, sie ist die in K 
rutlnilf» nr I t.iiidaf!*»ir4| ; »riij*jn* /’, J ;H f mm /{* irgend oin Kry stall, 
nii‘i h dirj* nsg«* dn :I2 (iruppen, die seine Symmetric kenn- 
/*‘b hnH. *«* rut^{trfidi! bn dm* isemorphen Zimrdnung d<‘r Grup- 
}itii <{ mill B d»** TranHlmiensgruppe von V der Identikit von 
h\ J**dm .up frim t1|irrnti»»u vuii (} t d, h, jeder eigentliehen 
Suiiiie ?id»*v Krystal ten, muss daher notwendig nine 
! Ir»4e * 1***1 a! i**i# dm Mi»lekelH\Nt tans ^ entspreehen, die 
•■up' M-«*b-k«-l in mil’ll iiiirfliltul, Die Brava is Win* (hmslruetion 
1 1 * *" ; ^bdrirDymitn «-rfi*r*teri deinnarln duns die Symmrtrie der 
mu i|»i Siiniiirf rie des be/digliehen Krystal lew veil- 
miitdm ubmmfntitfiiiii, ui** dn*s jn .seiner Theorie in der That 

ng» litilinlie}i mi 

<■> 4.1 iiniglieli Hi m, y.vtUrhou die reine Strueturtheorie imd 

de I*f ,inii’i' <e|i» TIm*»* i ie iiueh title Rethe ntiderer Strueturauf-* 

J.eeniigeii mi/t in dftrft, ?«* tmiHH en ungensrhomlieh durauf beruhen, 
d.rei iiniii .\lidekrlii hnmt/t, die nur einen Tludl der Symmetric 
d* s lir^it/.i-it, IH**h ist in tin* That tin* Kail. Alle 

iih§tmn Sf t tin nr* n kommeti dudttrch m Stanch*, class man <lia 
l ir^Minnni ’n nonet tm des Krystalien in zwet Theile zerlegt, von 

* I*’u*“ii d**t ettir dn Mnlcknt nufgepriigt wird, wahrend well der 
andrre in <|er Atmrdmmg* d, h. in der Art des Aufbaues, darstellt. 
< ifti|i|«-ii!}|r«»iefi*4e{i erklart stab dies folgendermaHsem Es sen 
iiirder U diejetnge der *A% Urnppen, welehe die* Symmetric* des 
Kry^tidlen K dar^feltf, ferner sei V cine ilir ismnorjdu 4 (Jruppe 
nnd X inrdrrttfit das /aigtdnirige Molekelsystenn 1st jed-xt U' 
nne l # nfeigruppe Vfin (t\ si» lasst sieb die* Uruppe (t stets 
dadnteh er/eiigeti # tlass man die Uruppe (r' mit gc^wissen 
llj wnalmnen J f /I, <\>> inultiplieirt, dit‘ tmturli<*h nine in U 

* ntlialtnie Seltimr M Ihldrti werdni. Eh gicdit nun tune gremse 
tlnli** urn Urtippeti I\ die ein dureliaus analogns Vcudialten 
#tng*iK Si#* lii-sseti Hieb dadimdi emuigtm, dans man dic k (iruppcf 
(f inti nin-r Srtniiir vim Operafiouen d, ll % U,..multiplieirt, unci 
dies fnfTt sttds itnd nur dann xu, wenn K die 1 Uruppe (}’ als 
l dif-**rgnipjie eiitlndt. 1*1*1 «las Mcdekelsyslnn i. abzuleitcm, das 
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<|ur (Jruppr T tiil^pru’lil , kuitn umu dnlni .nndi «» \ »TtUhirii. dm* 
man tint* Mulrkti, dnvn S\nimtli \*< dmvh h g.-k«am/»irlmrt h* 
dm snmmtlirliiii < *|»rmfiun«*u J, /<’, * \. d«i Srh.nir ! v nnlrr 
wirff. Wir hab-u uKdann riur Sti tnl uraufl »vnifi^, bn d»*r dir 
SymuuUrir d«*r Sv strut* trdwrjsr *4iil d«i S\ mm* m*- d»*i Mubbiu, 
und It'ilwriM* nut* tluvr Anuidimng lirnilif 

An und fur brli in m #n**'tmrb i Umbiit 

judr drr liirrtiit! Hngrdrtitrirji tuubkitbtvn K? ;vugtuu*M\n.srti drr 

KrySidlMibuma gbniib r« «*ht tg! < umn innii dal * i * 1 h* Sym- 

metric uiur* MulrkrKy strut* 4*14 rut* n grj*rb*uru Kry *!;dl 
dmvtrlbu null, in inanmgbrhrr W*nr b-gtUudrn drdrr Zini 
tuibuig d«*r Krystal!*) tuturtt tr m U und b ml ^j*i uit? «iar 

iindrrn SlriM’t uraurta-viinig. f 1 1 i»»li Itrgf .diirdtinr* du* Snrb* 
ho, duns inn /nut HuSidn Tnluugt u mi »|u« ni* n Ati ^^f.df 

uug ion SlnninnHiMrlliin^rii bumf,'! Mnd, Fin dtr 

idin*, tmtub'h dir Hra\m.sSrbn t4 dir I it?«i'gfuj»|« b du*vt dir 
Urujtj»r b\ wiihivnd M*di inr dir .uubi*. naudirh i?it di«* inin* 
HlnU’tmlhuiinr, ft ant dir td* nfifiii lutnrui 

IK*r Kuiudgri!!*, d»n tWa^ai* b*unt»M* , butt dnuittf luuntt*, 
dun Molrkrln db.*rlb* S\sum* fur b umb^ru, di* 4n Ku stall 
Urnit/t. Kl ‘dnttrl ttlr k lr Urn! i*Ji TbiU’b If grnau ?|||I d* lift lil^rli 
Ki^riisidmftrn huh, d*im Voikouiutru n kbtf *%rs dm* ■«»!! , *nu 
Vrilkhivn, dan liinifig b-blgt %%ird, utu dm |4iyKi 
Kcbiunngm niiHuriii \ rrHiiuidiu** imb-r m bingm, und idtitmU 
dull iHHtiil Vu|*HtU»h III illrnrl *lar?*f* Ilf I Kin 

liuclrillti d*i‘Ut iiiidgfHliiniir d*i i«-in»4i Si t mini I tp^»i »**, nidrin rr 

tliu Funttiiiiig Hfrllt, fur 4n Kl Flat nu$ dur S% iniiiriiir dn* 
Aiiurdnniig d*i M*4uk«du nli*iii im» m tm^m %% f m nnirr 

Liuit* idniii ttu'iitvfiHi’luii FurfHriinti Kr »l«i mn'li 

iiiHufutii liinii pmriiM'iirn Furbidintf »ii», uln »i dn- \l*4rkid 
winiur tiiirh Kurui in«di WirlaiiigHiinm- * is$**r juw.iii\«ii Huntmi 
lining tmturwirfi, untl uh 4iili*-r *iiiiMgis»'ht, *lmn mr *4 * f % m i 
MjHiiiiliHirl v^riduti kiuun ^ m m dt*' jdtVHikrtliJ*uh«*n nini i*liiiiii‘«di«ii 
KiguiiMt’liiifliii itur Kry*»iui)Mt)«Muu/ uii»#t4urii J iw- 
jibii tmlliii idlii'dingH Iii.hI HHiuuttli**ti tp«'|| iiu dr*r lit hi .u^drSirii 
Tlifurii* fun! , ini buiwtiiitiii imliu ndi ju Iirinrrk«i4, 4*udt 

Fudurun. in Z**$l mi wr%« s ftf ludnii wi* *»!«*!■ sn *!*-n V*>t ■ 

HfuIltmguU If jiII\ *h mid ffyiiiHiH* m uUrkgukvdiil |hI Mitit kiinli 
m bugiiiflbli lindiin dip*** dir KiyMt f illMgm|ih«*ii rtiPi TlnHirii* 
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tivn bleiben, till* mi n\y Fnlle dm Verzug grdsserer Einfachheit 
uud Ausehuuhehkeit beMtzt , **h ist* abor iingorochtfcrtigt, die 
allgeiueinei eu !St i net tu eu t in denen die Molokeln schraubenfbnnig 
gelugmt .sindt eiittueh deshulb abzulehnen, weil man sic fiir 
“ ummttirlirh half ; *' munif tfrlieh in diesem Sinn bedeutet doch 


nur, dnnn ft was eber din binherigen V mstellungen hinausgeht. 
Khmnmu-iiig i*t vs gfgilindilt wmu Fedorow, wie dies ktirzlich 
g»‘M i h»‘hfn. dir Britaupttmg nufstellt, din Krystallmolekoln miissen 
dt*u Katun denlmib m paridleler Enge erfilllen, weil sonst die 
UruiidrigfiiHi’liidt etur« jedeti KryntiilU^H—ntimlich die Gleichheit 
langn parnlleler Kiehiimgm dhren ‘Atmeren Sinn” verlieren wiirde. 
Utv KntHrhfidnng Uher die Frnge, «»b din allgemeinen Structurcn 
fin** phvMkalbWie Betwltf igttttg heaunpruchen kbnnen, liegt 
\ ielmeiu nut* tiinin fitidetvtt Gebiet, Kie hangfc einzig und allein 
davnii ali, ub nieh die mutekulure WirkungHweine dor allgemeincn 
KtrnHnivii mil den wiitHfigett Uenefczen der Materie in Ueberein- 
Htimmung hetiitdef, reap oh vs muglieh i«t, die physikalischen 
EigmiMdiiiflfit dt*r KryMtidlnulmtanz alw notwendige, d. i. als 
i*iiitb«*mntiHrlir ( ®Hm4rfjtteti/,en der molekularen Structur zu 
begrrtfett, Hietllber Hint! wir fmltrh noeh ohne Kenntnisse, es 
kt nbnr uudremnlH m beinerketi* c!?wk diene Frage auch fur die 
Cfitterthmrie nnelt keinenwegH uuHroiehend beantwortet ist; man 
ist bidiuig ttber wenige Aimuttte nieht* herauBgekommen. In 
tUmvr {{ietitiing wiirdtm nieh die weikmm Untorsuehungen irn 
I letiiei tier KtrueJurthiumetm bewegen milHMcn. 


Iiin Jnti IH*J3, 






FORMULARY FOR AN INTRODUCTION TO 
ELLIPTIC FUNCTIONS. 


BY 

IRVING STRINGHAM of BERKELEY. 

1. Recent Tendencies. 

In recent years there has arisen a measure of uncertainty con¬ 
cerning the most acceptable standard notation in the theory of 
elliptic functions. The far-reaching investigations of Weierstrass, 
so full of interesting and important results, have rightfully held 
the attention of mathematicians, and at present they tend to 
keep the earlier methods of Jacobi and Abel somewhat in 
the background. Whether or not it would be advantageous to 
mathematical science that this tendency should develop into 
permanent practice is an open question. Says the late M. Halphen, 
in his justly celebrated work on Elliptic Functions (Vol. I. p. 23), 
concerning the Jacobian formulae: 

“ Toutes ces formules, interessantes par elles-memes, seront 
utiles aux personnes desireuses de lire les anciens ouvrages, et 
notamment les QEuvres de Jacobi. Mais nous ne nous en 
servirons jamais, et, pour la seul dtude de ce livre, il est inutile de 
chercher a les retenir. II est aussi superflu d’examiner longue- 
ment les propribtes que nous venons de rcconnaitre aux fonctions 
sn u , cn u , dn n. Ces 61dments vont ddsormais etre relegues au 
second plan, et faire place a un dlement nouveau, la fonction p u, 
introduite par M. Weierstrass.” 

Further on in the same volume (pp. 208, 239) he makes 
a similar remark concerning the comparative usefulness of the 
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sigmadunot ions and tho thota-funotions, both in rospoot to tho 
tlwiny and its applioat ions, rologating fhr thotndunotions to 
a tnoroh suhnrdiimto piano. 

Against this Mow Xohoibuor urgos tho following oonsidor- 
nitons (Mnthnnatisrhr A nnalvn, Vo!, XXXIV, pp. o42, : 

“...Noi mil" dir Homorkuug gost-attot, dnss wonn oh sioh urn 
Xtmlrkftilming oinos olHptisohon Intogmls auf Thotuftmutionon 
*/um Boltnfo dor prnktisohon Anwottdung hundolt, dm* Durohgang 
durrh dio Xignmfunotlotion hoi dom RodimtionsgoHohafto moinos 
Krnohtons koino wosonftioho Ahktir/.ung gowahrt. Kh liogt auf 
dor Hand, da hoido Fuuot nmon sioh nnr tun oinfaoho Fxponontial- 
faoloroti tin!orsohoiclon, dans dto unulyttMoho Koohmmg ohousuwnhl 
mil don otnon wto mil don audoron gofiihrt wordon kann: 
iionnorli win! man als das dtrootoro Vorfahron dasjonigo zu 
hozoiohnou Imhon, v\ ololms dto Fuuotiunnn, doron man sioh fUr 
dto mtmorisoho Auswoitlmng am Srhlusso dor Roohnung zu 
bodiouon gotiothigt ist, iut gnn/»on Vorlaufo dorsolbon boibohalt.'* 

" Ks tn! jit an sioh loioltt orklarlioh, dans das Studium dor 
Sigtnaftmotimitm, dotvn Kinfuhrung in dio Analysis duroh llorrn 
Wotor^frass in violon Roziohungou sirh als wiohtig and 
fruohthar orwiosou, soil dussolbo don Mathomatikorn in grdssoron 
Krots^on zugunglioh go wordon tmd ihr Intorosso in Ansprunh 
gottommon hat, oim* Xoitlang auf Koston dor Itiugor hokannton 
Jaoohi * AholVhon Thotafunotumon in don Vordorgrtmd gotrotou 
id , tin tiutgoliohrftit Fall** wiirdo oh nioh voi mnthUolt go rado 
unigokohrt vorlmlion huhon, wahrond wir dooh froh stdn dllrfon, 
darn ftlr dio Krlorduniisso dor Thoorio, wio dor Praxis, titan 
Mathomaf ikor natdi doppoltor Riohtung ho mtorossanto Fuuot ionon 
m i lohoto stohon." 

A ploa similar to this, on hohalf of tin* .faoohiun sino, oosino, 
and tlolla fititoftons, is porhaps oijually appropriato. No quostion 
is mist si against tin* important 4 ** of tho p-f unction, hut has it. boon 
doiitonsirntod that its introtluotion rondo rs tin* Jacobian funolionn 
hoitrofoilh us*doss for tin* purposos of study and application ' 

Porhaps it is yot too oarlv to iudulgo in prophooy oonoorning 
flto o\ontuid outotum* of this friondly oontrovorsy, and tin* final 
adoption or rojootion of tin* .fuoobbAholmn formular), if I may so 
fifittn* it, as n putt of flu* pormanont basis of our thoory. I tako, 
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«»f the discriminant, which dates the beginning of the theory 
of invariants. In this paper tin* elliptic differential 

f/e \ ti e 46r 4* LrC 4- 4d n :l 4- etf 
is induced to the so-mlled normal form of Legendre 
th\ \\ i - y 2 ) (i - 

hut with the usual restriction, that, tin* modulus shall be real, 

omitted. 

Subsequently fin 1 Ho 4 0 M. Hcrmite called Cayley’s 

attention to flu* beautiful and now well-known quartie trans¬ 
formation, through which, by means of the identical relation 
eonneetlug the covuriautM of the quartie, H ermite’s normal form 

is pr»>t bleed. Thin transformation was published in full in ('relle, 
Vo), lv. { |*Xo»S \ jip, 2d 24 i by (’uv ley). 

Notwithstanding the early appearance of these two important 
transformations, they are still rarely found in text-books on 
elliptie funetiouh. (The former appears in Cayley’s text-book, 
the latter in Welter’s,) 

* 1 . Xotuti'oit. 

For the prirtlnetion of the various standard elliptie integrals of 

the first kind 1 employ here, throughout, Cayley's linear trans¬ 
formation 4heory, and the modulus, when it appears in the result, 
may have any one of the six values obtained as the solution of an 
auxiliary reciprocal equation of the sixth degree, the character of 
whose roots is determined by the invariants of the original 
quart ie. 

The form of the linear Imnaformution, in the first instance, is 

, i. „ K +„ V/ -*-.mV * 

Xi -4- /x, o' (/ + v' 

* lliii nmrtw m mip|*omid to be originally in this homogtmeouH form 
ax A | 4 bjr*y l I 4 dry 9 | ex* t 

which miners i« IV* by the Hulmtitution e j//.r. The linear transformation for 
the humagt'msntit form m x ■ ■ X t x f t n x f/\ y ■™ X 2 x' and the subatitution v' — y'/x' 

bring* iw hack to the form EX [See the |»aper On the Jacobian lUllptic Fundiom % 
BriiUon ti, Annul* «/ Mathematical vol, H, ji, 105.) 
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wlim-in k&K <V /» V n-,. *m»i »hw H follow,.ii by aunh 

aubsitiiary <lwpli«vmi‘i»t of tho u-w vauahb- v as nm be (bum! 
tlfsirablf. 

Tilt" follow im; fuilint notations :,:v .anpi.o 


ri) 

r 

■ fi | 4/*r 4 4»rr J | 4 dr* t rr*, 


(3) 

r 

a* 1 4nV | <7* r : t 4il r 1 1 r v *, 


(4) >h, 

•J> 

in* 4ln/4 IIH a € •*” \htt i M 

s< > 

(a) 

ih 

are 1 th'd *■■■■ »*♦/* ■** d*'’ 



a r r ? 

- d - ad : - et>' ; - c/4 

i«> 

A 



(7) 

It 

27 ae 27 I 

4 A 4 j ‘2* s ji 


I s > 

it. 

37 l l 1 \ ,</.* ' 


(it) 

A 

a | 4/»\ 1 tW\'- * 1 dk : 1 H s 


< 10) 

n 

il | liflH % pi f tie'll * pi\ I 1 

1 l \ i Ity* i H l epk\ 

(ID 

c 

il | 2^1 \ 1 /* t 1 f 't V* * p' * 1S* > 1 

id\ \ * p t \|4 * r\ p\ 

(13) 

i> 

ii | 1#t\ 1 Mjf* i f i4‘ i l * pH-* * d 

i IH * i* i p 5 * t 'kp\ 

(13) 

M 

n * 4%* f <**>*■ 1 4«/j» 5 * 
tw i i<- 2*u** 


(14) 

A 

d" e t «• * *t #* * 

|# : it i *- t t?r i 


(la) 

F 

d' »•- r 1 »* * * 


wluTrin 

(1«! 

»• i-* 

ii r* «i| «i| 

4<i > */> - ti 



4 * It \ tl f 1 
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the eoetlicients of V* are determined by assumptions concerning 
the' nature of the roots of the transformed quartic V' = 0. By 
a suitable transformation, in general a linear transformation of the 
form v (\i T /v') (X| f fk x r X we may propose to cause two of the 
coefficients of the quartic to disappear, and accordingly to in¬ 
vestigate the question: What pairs of coefficients should be made' 
tii disappear, in order that the subsequent theory may rest upon 
the most advantageous basis i 

In the transformed quartic, whirh we write in the form 

tt* 4 4 h*v 4 hrV' J 4' 4</V 3 4 * eV 4 

and denote hy l r ', there are ten pairs of eoetlicients* namely : 

CO h\ d\ 

iii> tt\ e\ 

(iii) f*» v and a\ r\ 

fiv) h\ d and tt\ d\ 

(\) r\ tf and h\ e\ 

(vi) u\ h* and d\ e\ 

of which we may propose that any one pair shall vanishThe 
vanishing of either of tin* pairs of the sixth group, however, would 
presuppose that two of the roots of the original quartic were equal, 
and both of these cases may therefore he at once excluded from 
the category of possible transformations of the general quartic. 
In each of the groups (iii), (iv)* (v) the two alternative cast's lead 
to the same tmnsformation theory, and only one of them need la* 
considered. Then* art* thus five distinct linear transformations 
that may be adopted as leading to a standard, or normal form 
of elliptic integral. The several results of tlu* transformations are 
its follows. The details of the calculations art* omitted. 


* Thin annumon that a linear tiaunformatinn way lie ipwifattnl that olin.lt (muni* 
any two points of the complex piano to a*onuuo any two now arbitrary pomtioiw «ofc 
eoinoidont with ono anothor. 
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5. General Transformations. 

T. The assumption that a' = d' = 0 leads to Legendre’s 
normal form and to what we may call the Cayley-Legendre 
Transformation-theory. The resulting differential equation is 

('i'i ~ V = + 14fc~ 2 + i y _ dx 

1 \ 12 g, J + 

and Jo 1 is a root of the equation 

(18) 108t 2 (k- -l ) 4 gi = (t 4 +1 2 +1 ) s A. 

Or, if k — 7c -1 = 41— 1 and therefore 


( 10 ) 

^ is a root of 


2 + VSr + 3 
- 1 ’ 


( 20 ) R(%-1) = 0, 

which may bo appropriately called Cayley’s cubic resolvent. 
These arc the results given by Cayley in his original trans¬ 
formation. 

The relation between and v is 


( 21 ) 

and 

( 22 ) 



+ 14/c - 
12g, 


+ _ i X 

= ( M -x). w 


v 
. ^ 




(23) 

II. The assumption that a = e' = 0 leads to Klein’s normal 
form (Weber calls it Legendre’s normal form, but in order to 
distinguish it from the preceding it is desirable to give it a 
distinctive name) and to what we may call the Cayley-Klein* 
transformation-theory. The resulting differential equation is 

... dv _ (kT 4 — 4- l.y dz 

\f V \ I ^2 / / \/z(z+ 1) (k~~~ z+ 1)' 

and tc* is a root of the equation 

(24) (fc 4 — ** + I) 3 — Rk 4 (kt — 1 ) 2 = 0. 


• Bet) Klein: FUiptinche Fiuietianen und Qleich ungen fiinftcn Grades, Mathe- 
matitrhr Annalen , Ihh xxv. (1879), p. 11(5. 
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Or, if k - k 1 Vd — l, and t hrrrfon* 

(25) * ■* A (\V I ,|: \ 0 ~t :i). 

0 is a root of (hiylry's rnhir ivsolvvnt 

(20) ml. 

Thr volution hrtwrru j and a is 


(20 > 



1 ) x _ |. 

I :■■** (fit k)' * , 

!* - M 


mat X, ant! /x an* thr two routs of tIn* quurtir rquathm F - 0* 

eorrosjamdiug to thr roots () mol jc of ; u M )(* V 4* I ) O 
rrgardrd as a quart it* in *\ 

It is wall known fsrr Kirin Lr.) that tin* six valors of 
ohtuiurd as thr solution of thr ahovr soxtio aquation, an* thr 
six anhartnomr ratios formrd with thr ditfrrmrrs of thr roots 
of thr original quart it* rquathm V it. 

III. Kithrr of thr assumptions d ~*c* 0, or tt ™ v* 0, loads 

ft i Ifrrmitr*s normal form ami to thr (hiylry- Hrrmitr limntr 
transformation*! hrory. Thr (vaulting tlifirrmfial rquathm is 

dv f/£ 

i lit I , t , ^ , * 

v 1 \4 V~<hK~<h 


tin* eolation hrtwrrii £ and r is 


(27) 


K 


U 

(M - XY 


k — r 
i* 


and /x is a root of thr qttarfk aquation V 0, rorrrsjHmdmg to tit** 
root x of 4? a — f/ 3 f -*// 4 ** 0, and X is a root of 0 - 0. 


IV. For tho jmrposo of mluothm in east* (iv) wr may timmnr 
// SB 32 0. Thr rrsulting dilirrrntiat aquation is 


Hon* 


(H) 


(IV) 


dr i I c/f 

\O r V12//J \4 4 + P-'// 



and involvrs only thr ahsolutr invariant *j? V/^ and mimarim! 
rooftidonts, If/x la* a root of tin* quarto* aquation V .^0, corros- 
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ponding to the rout jC of f + f ; - and \ a root, of H ■= 0, 

the relation between f and v is 


( 2 «) 


f. {ft - \b % 3//j l 1 /^. ' t 


X r 


V, In the remaining ease, assuming e‘ >/' 0 we obtain 

f/r ih} 


(V) 


and the relation 

(29) 


v ^ N r ; 1 $ */. f| t </. 

\ d/ X v 


M v f ’ M 

and X and /a satisfy tin* njtmttons 

r U and /* tl. 


ti, tiuhsulnu Finn m>*fiun v. 


By performing the indwafed imm-dm malleus it s;m) now be 
shown flint tin* first four **f th«"*r n<u mat * a ’Unndatd forms of the 
elliptie differential are inteieliaiig**ablr with nir another bv means 
id* tin* following senes of wt\ simple -mbs!U n \naru 


(30) 


\V - 


1 4- nl t 

i 

r t 1 ‘ r :| % ** % 


* 1 




ft A. 


tu which the \ ariables m £ ,«iu £ h*bmm je«-,j*ertt\eh to the 
forms designated m, uu. inn, no 

In like manner, the loip-nio* r«»*ts »d r%M, I.y% resolvent 
# — /f (fl - 1 1 tt, of tli»' otdumiy leduruig enlm- »/ 5 £ r/ 5 ^ 0, 

Htid of the ruble eqiiafmn Ig * £ 5 - If me f-i|i||«rfn| %%if}i mie 

another by the mutual leiUtimet 


Ml) 


^ 1 


\ 1*4,1 


\ 


iy, ; <K 

>e 'it *.' 


We may thus readily jawv* lioiu atri *me n# any utier «*f thenu 
four forms by mean* of po*d* t« inun* d mtetifoilmen and we niav 
propose to adopt liny our «*J tin* f*oif 1 1 *nisf.a in t! i«at theMi ien atiove 
outlined, if, if pi» fmililr, th»- i "am* i jB'iifiit* 5 i|iii*rfie trims* 

formation, as an tuinpie ii?i4 fnndsunenul I <=on ».f the theon, and 
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produce the other normal forms by the successive simpler anti 
mbsidiary transformat ions. 

Form (v) may be transformed into any one of the others 
[>y a substitution of tin* form // ' {\ f ynj ) (i \ ij ). The values of* 
K and p and of tin* determinant {p - \), in eaeh of tin* four 
transformations, seem, however, to be quite complicated; at least 
I have foil ml in this ease no relations comparable in simplicity 
with the others here given. 


7* The Elliptic Pnneiitms, 

Discarding the tilth form, as at the present writing unfruitful, 

or at least unpromising, we derive from the other* four differential 
equations, 

i V . 

CD ! ; I - I ) (tf I l h 
* tin> 


fth \ 1 

yJ 

Ms 


(iil Mil* )• t ), 


t ‘” ) {</il ) c ' + C“//i? ■" >h, 

livl (f)^ f’ + f 


u«* 


and through these we may detine four corresponding elliptic 
functions, 

f* r ~ an* a, z sin 

a i»«, ? k«, 

to each oi which, for ohviouH rennoitH, I assign a distinctive 
notation. It may also In* convenient to introduce, as notations 
for the correHjtoniliiig inverse functions, the .symbolic forms 
«i,~'./-, s~‘j, p ’£ g '£ 

In virtue of the relations lietwecn the variables ,r, a. fund £, 
announced in section 0, these four functions an* connected with 
one another by the like relation-. 


(3-1) 

(34) 

(35) 


Htl a Kit, 3 


2 1 

K~ 


K* + 1 

F>K ■“ fK(2/rii' v 7) f 3/ ’ 

jta |v'%, |g( 12// )>« + y 


> V* 1 ‘ ’ 
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8. General Addition Theorem. 


As a basis for the addition theorem I am accustomed to prove 
Abel’s theorem for the function x~<f>u defined by means of the 
differential equation 


(36) 



= a 0 4* a x x 4- a 2 x 2 4- ... 4- a h x h . 


For this case it may be stated in the following terms: 

If <pu be defined as a function of u through the differential 
equation 

(37) = + a i 4^ + * • • + cth <j) h u, 


and P + Q4>'u be any integral function of <f>u and then the 
complete cycle of r values u u u 2i u s , ... u r that satisfy the equation 

(38) P 4- Qfiu == 0 
satisfy simidtaneously the relation 

(39) ^ + u 2 + u 3 + ... + u r = 0. 

The application is as follows. Let the equations defining <f> be 

(40) =r a + 4sbv 4- 6c?; 2 4- 4^ + ev 4 , 


The function 


v = <f>u, 



(41) 


l v <h'u | 

I 

1 Vi <j>\ | 

1 Vo U 2 | 


is rational and integral in <j>u and fin, of the form 
(42) A + Bv + C<f)'u , 

in which 


! A = Vifriio — v 2 (f> / u 1} 

G=v s -V u 

and the degree of <f> u is 4. Two of the roots of the quartic 
( 44 0 (A+Bvy-C*(<f>' u y =0 


ON* KLUiTH‘ t*T \l 'Tl< 


nv iv If r>, i\ ho its *»tht-r Urn r*«*K thm armtnptt^ it 

vith i vspoet to tlu* j>«»wrrs of v an»l oxpiwbug ihr sum of 
vots and of tin* products of pairs of ifs roots in ?»iiih *4 fin* 
nvtlieiunts, wt* easily dodmv 

», - *«,* 


i | hi t »*, I ?\ I r. i k m* 


= e (ly 1 4- r/ ! rf * /** *\. ! 
and by Abel's theorem 


Again 


a, | fi. i' it, k ii 4 ■ M. 


V V <f) II 


(4t>) *y *f> «t 

i* : a | 

is a rational integral ftmetiuu of 0i/ and $ o, *4 tin* form 

(47) Ar i th* i Ctf* ii, 

where 

j A '' I'i'tf*** I- 

(48) , /l iti r, , 

(f 1 ' t\t \1 ?n - I, 

Two of the mots of tin* iptart ie equation 

(4b) r l A 4 /b*f -<'* f» 

am n u t' } . If v 4 , a* ho its other two roots, and if * inno* be 

arranged amirdtttg to tin* power* of v, anal the prodttH of its r*min 

and the stun of their produet * by threes bo expressed in trft?r* of 

the motlkiotifs, we find that 


(.WI . 


f ) 4 hhr t v,i\ I riy* 


and by Abel's theorem 


II! +■ M, *| II , 1 it t • t) 


T Addition Thnorvm for thr h'nnrtimm p, g, s, sti 

The first ot these two addition equaltons hecoiii*'*, when 
tf>n =» pa nnd therefore r ^ {}, f « o, f /| t , <4 o, 

l /p\ - pv - 

(,,l) » ,M . 4 !•«, t j.»„ 

n | 4 « f ii -o l| 
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8. General Addition Theorem . 


As a basis for the addition theorem I am accustomed to prove 
Abel’s theorem for the function x=<j>u defined by means of the 
differential equation 

(36) = a Q + a 2 x + a 2 x* + ... + a h x h . 


For this case it may be stated in the following terms: 

If <j)U be defined as a function of u through the differential 
equation 

(37) == a o + «i <pu + ... + ah<t> h u, 

and P + Q<f>'u be any integral function of and then the 
complete cycle of r values u u u 2j u § , ... u r that satisfy the equation 

(38) P + Q<f>'u — 0 
satisfy simidtaneously the relation 

(39) Ui + u 2 u s + • • • + n r = 0. 


The application is as follows. Let the equations defining $ be 
(40) =a + 4sbv + 6cv 2 + 4 dv 3 + ev\ 


V = <f)U, 


dv 

du 


= ffii. 


The function 


(41) 


1 v 4>u | 

1 v x | 

1 V 2 (f>'u 2 I 


is rational and integral in </m and of the form 
(42) A -f- Bv + C<f>'u, 

in which 


1 A = v^'uz — v 2 ffu u 
B = <j>'u i — <j>'u 2 , 

,0 = Va-tfi, 


and the degree of fiu is 4. Two of the roots of the quartic 
(44) (A + Bv) 2 - G 2 (fiu) 2 = 0 
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uv v ,, v,. If ?y r 4 !h* it h uibrr t\\»» roots, tluarranging it 
vith n \sprt*t to t hr powuix »*f v and » x}liijf tin* sum *4’ its 
•nots and of tin* pr*shirts of pairs ot its routs in irrntn of tin* 
'mdKciunts, \w vastly * itn It tt’» * 

4.1, / 

l i\ - r, 

~~ r f i*, J f fd I r/ I iy\. t iy% t i\#% * f Ml i i\ I r 4 4-rd 4 tie*; 

oid In* A bid's thrutviu 


Again 


411 ) 


f # 4 f tig f- >i . | if 4 ■■; 11 , 
f r ifl li 

n ?v <!>«! 

i*. r/ tg j 


s a rat it ami iuingrul fount it *u »»t $u and $bg <4 tin* tuna 

47 I *t ?* I //r* f f n t 

A*hrr<* 

j J t\ if » : v s n lt 

4H) , U r^di f g t/f ?t , 

(< 1 i\ t% { v.. ~ r t l 
fwt» <»f tin* roots uf tin* ijitiirttu u» pintmu 
4m i a (j 4 /**■»* o 

nrt* g, g» It g» g ho its *#ftwo rooty and it*» tonus ho 
trruugod Hoourdtng to tin* powers uf g anti tin* jm«luot of its roots 
oid tho stun of thoir prodnots by throos bo mcpivsHod in tortus of 
dii* roofliuiuniy wo find t lint 

50, 


l‘l - 

Oid by A ho!*# thoorom 


fM»V‘i f } \ r . 1 *V‘A * 4&ggig f rgV/by; 


«! 4 4 a, -f « 4 0, 


ft Atlilifitm Thettmn fur thr FunrtitmH p, g, y j«n. 

Tin* first of fbos** two addition o<ptatioUH butioittoy whnti 


tpu ™ pa mnl thoivfhro v - 0 , c ^ If #/ - I, ig - if 

;uH 

* V I 111 * 

in 4 > ii. g a, -s f|, 


I /ph/j ■ - Uti 1 i 

4 W, -U « ,m * ‘ 
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when cf»i ■= ga and there fort' c 0, c - <1 — 11 1 ~~ 0, 

" M" 5 ) “ K«» + K H a f K"t f *• 


■ g«i' 


' ITU* 


H t + it. 4 « H x 0 . 

The second becomes, when - sa and therefore a — 0, e = 0, 

5==i, a 4 = (>, 

,K« l S«. 4 -H// a S // 1 ‘ SHj.SWj 

^ \ Hiti — Haj / sa 4 1 

a* + " u -f «j s 0. 

From this hist equation, through the substitution 
(54) s2a mvh, 

the addition equation for tin* su 4 funetion is easily developed 
in the form 

. m 4 *tt x - su« 3 ti g 

(;>5) sn* (a. 4* a 3 ) — , , * 

Hn 4 u } mi, u x 

The many other forms of the addition equation for tin* various 
kinds of elliptic functions an* derived, through easy transformations, 
from those herein enumerated* by the establishment of which 
the foundations of a theory of elliptic functions are thus securely 
laid. 


HX tihurt Account of the fmitiimm sn« * rn*, du** 


As supplementary to the foregoing outline 1 append a short 
account of the series of Amotions that present themselves in 
connection with the transformations henries of eases I. and II* 

By the substitution z » the differential equation 

(•») '-■*«(- + i><# Mi 

becomes 


(5C) 

or, if w=iu, 


/ ({X \ ** 

+■ 0(# v+l), 
(i) (^) =>(.e , '+ I)(* V 3 + 1); 


and, by virtue of the previous linear transformation of cast* II., 
<iv _ h> /8k ’\l d.r 

-JV "l 12/7,/ v'b'* 


( 57 ) 


(* a + l Kk~ 8 .<; 3 + l) 


.,8k 1 1 . 

dn ' 




n which 
58 } 
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:n;:l 


K 4 — # 3 * 1 , 

We may now, m previously in seethm 7, define <*nt 

3 ) J' H|| 0 u, 

:»r we may proceed m follows. Wifh reference to lie* m»*ltdu* *% 
itself defined by the identity 

((>0) H | K j (cos fj >f l sin fj I* 

Hint* and cosine are defined by the further identities 
(ill) sin,w ** -». J |f ! ‘ * f-«> 

Jt 

in which m is in general rumpled. These two functions are 
connected by the relation 

(0~) run’*mn^ w l, 

which may be verified by a very simple ndeulution. I**t j* - ; 

then 


( 6 * 1 ) tLr 

(64) a* y I - \ 1, 

(0*>) k \H 4* l -'■ * vm V t|i | i 

and therefore 


(06) 


tLr 

vV J * H U Kr 4 I J I 


$14> 

\fm t t * 


If now 

(67) 


</$ 

Vsin** $ 4 t 


ilii, 


<f> in the amplitude of n with respect to the modulus « 
helically 


(68) $ am* a. 

With rcftfwct to the name modulus, let ns also define 

(69) eos*^ v; cji«m, ! 1 - dn*«. 

It then follows that 


\VIH 


( 70 ) 


wti^n — k 4 mo* l n — I, 

t dn/ti - hu/u ^ 1, 




364 


IRVING STRINGIIAM. 


The differentials of these functions obviously an* 
id ant-// = dn* u . <ht % 


( 71 ) 


d an* u = vn K n . dn *u , ////, 
d! en*// = /c 3 s n K it . dn*a . da, 
d tin* // = mu k //. on* // . du. 


. . 6 

Since am* 6 =t/csm . , 

r i/c 


(72) 

and 

( 73 ) 


11 . Transition to ('i/clo- and Hyperha-Elliptic Forms, 

. 4> 

kh m T , 

1 /C 

\ Vain /dV+ l *= A/l —K^hvf , 

V //c 

# 


Vain/ $ 4- l ^7 

. * 


«/* 

IK 


or 

(74) 

or 

(75) 

Hence 


(TC) 


1 — ^Hin" ^ 
IK 


■nlo ; 


am . , 

t/C ** 


{tmjrs i/cnm . , 


, . w , a 

hilw ®# t/e«in : ^ ik mi . „ 

IK %K 

< cn K w « cos ^ «cm . , 

' ttc IK 


dxi 


M » y/ 1 — fp Hlti 3 t tin *! , 


%K 


Similarly, since sin* $ * k sinh ^ » 


( 77 ) 

and 

( 78 ) 


Vmn/<£4» 1 ™ tj kH iiili 1 ^ 4* I , 


d<f> 

Vain/ i 


rf 


* 


-y/** ninh' 4 ^ 


■ rf«. 


+ 1 




ON ELLIPTIC 1 FrNVTIoNH. 


•rllcilir 
hr. h.l 

forms rnrrrsjtui* 

fVsprrf hi*!}, thi 


* hm", 

PC PC 

Hill, n — pc lltfi 

pc 

sn M » 

* nmh ^ 

PC 

vn< #/ 

mmh * ti/\ 

PC PC 

du 0 p : 

" 'i 1 


Hrtirr, ulna, writing for t lit* titoitirttf it* ■ u *\ 
hin n* i mu 11 , 

i 

i hm it* iiiii in*. 

i) * .. 

■ i m ip m* i«\ 

fir ip vn iu\ 

}u! u* ill! iu\ 

I± ZvrwVahtm, ami Limit*#, 

WV may now {jo** to further dHaik «f thr theory nn4 «hmv‘ 
A 

>) hii 4 0 0» 0 1 * iii* 4 II I, 


(H4) -nn^w, rn* (-a) «•«*«. dn*( «) dn.m 

and that if 

ft* ilj: 

<K ’’^ J a V(f- I H« : .r= 1 t ’ 


J it V(.r 2 f t){# 'O - 5 f n 

f ** tLr 

J V ; U*+ I H* 3 .» '+ i ) 
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then 

(87) 

( 88 ) 


Ilf, ( iisiuk. 

One docs not at oner and wit hunt question divide whieh of 
the above-outlined transformation theories, with iK corresponding 
series of functions will provide flit* m*»*f mi Kthcfory standard 
formulary. Knelt has doubt!en> f Homo peculiar advantage of 
its own, and we may eotite to the conrltisiun that the general 
theory is large enough to contain them all 

The p-funrtion is no doubt dentmed to he retained as an 
important instrument both m flic theon and m practice; Imt, for 
the student, quite an nmeli uitrn-4 ma\ attach fo w hat I have 
lien* railed tin* s function, and the Jact4nan th**»»n certamh 
acquires new interest from the enlarged \u \\ which the < a\b*yan 
transformations permit uh to take, as the invent tgaimm M f Klein, 
Weber and cither recent writer-, sutticn-hiH attest 

rstvniHm or (’m.io'Iimv, Jni^ \m:\ 


signe/i =i/c, en« j*/v — 0, digiV/i k \ 

j HU# K {ill 4 }{*) . I, 

} . IK 

t en«/r(m -f h ) 

I * 

'dn«*(i h q- h i tk 

etc. etc. etc, 



Alterk und neuerh untkrsuchungen 

UBKH SYSTKMK COMPLKXKK ZAHLKN. 


\l*\ 

Iv HIT |iV IS M AUIU ItU, 

Tft Y*S\V\'\% ilrl* Zrlliil inf, ritirft I Trt'l»!irk ifllrl 1 rifir 

train* vi*n t # iifri^ftrtatifitjrfi m m itrnni Sy**fi*i*n \nu 

‘ttffj j»lrs» < fi XuhlrU in Wrltfffi hm^ HU I $*rtt*r***»*jt 7V##iiA:/kr#irlfi.^iiJ 
frnppm miff rrlmi. War ^rtini ilnin-t /.tmttltrli mmt /m amk, tun 
tit* Wlir/rln 1 1**1 itrtfrivft Kl krllllf $||.^r lit tfi r lllfii’iil Lift* Ml ill 

Itrkiiiiiitlirli tnttfr i I#* it- 4 h i mi’ m tlrm Sum** 

•^rf hull* t ill*' iflilihrjifii tlintgiiiitirfi Xnlilrfi i!**r I *%*1 in 
f i 1,1/ fill' *llr lirtlliflfitrir tlrf AftillyT 4Uf»!rtrftf*ii JTi 

[*iIlMllllJiL lltiili Itmrtitls mil* fVirililirfir Wf'lfl'!tirtlffflg Iiitri 

lllilrrrli Hv?itrflir Vuli milljitrSrli ZiiltJrft lirnttl^nrtr*irj| tml, iiin.g 
Ufir tirf Hllll{itlir^lirllr|! ililtfil* j'rWrMrlt tlmts ittr Kill W trkrlttfi^ 
mini 4 iiilgniiHiirfi Tlim tr tillin' Al^inf hmrit *** limg* hut mil 
4rfa WllllHl lmtfertl, wir r.» f tllll^lirfilirtl *|rf FilSI ||rWVHr?t i**f 
Wir wrrdni itn rr^ftii Thmlr ilirw* |i»uirlitrn* tlri tli** Zmi {»}* 
eiiiii Titan* IMMH ttmfiiHMt, vorwir^rmt vtm * t'tttrrsurh 

tfflgrtl /U JVltrli hntirli, l|ir *lttr**lt H f| fat I (f tiff *h Eft? t Irt’kutli* iti’f 

(Ytmietnimien { 1 KW) munlmi Ninl Auf flumi!f mji‘« 

f4|(rlir Artiriflil, Huwir nllf f I, < t ni III it 11 II \*< V nwiunifr Hr-iliiliki'li 

t4ii/.tigr!i«-in tatiHHi*u ttir tins t*-i«t* r vriwagrti 

Frfltl/.rili^ W’lpill |h| i|ii‘ «|r% ENttlfrlfititfirfa 

riilrtlln mi I # rntIIHfi*riIllif irsi^^rtljijirli }|»i'\i*I^rf liUlii 

fltylry hut hrfrif M iHEt tilr K||f*i»'r|aili^ ^rnnirtlf, tktvi ill*« 

Etllrr f 177111 ntlf^i'fiilpirlirli iilitf \i»n fl mi | i % I! »*■* f t H III | *«*r*»*!i 
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stamligten Formeln zur Transformation rechtwinkliger Coor- 
olinaten oder zur Darstellung der Drehungen um einen Punkt 
nuf eiue einfache Weise aus dem Quaternionencalctil hergeleitet 
werdon konnen* * * § . Spater haben Laguerre und Cayley ge- 
fundcn, dass zwischen den Quaternionen und der Gruppe der 

* • OLCC + 3 

projectivon Transformationen x' =- Z des binaren Gebietes 

y# + o 

<iin enger Zusammenhang bestehtf. Diese Bemerkungen sind 
imchhei* von besonderer Wichtigkeit geworden. Sie haben den 
Ausgangspunkt gebildet flir eine umfangreiche Untersuchung von 
Stephanos liber binare bilineare Formen|, flir verschiedene Ar- 
beiten von F. Klein § und dessen Schtilern, endlich fur die 
modernen Untersuchungen liber den Zusammenhang zwischen 
•eomplexen Zahlen und Transformationsgruppen liberhaupt. 

Andrerseits hat die Art, wie Hamilton selbst seinen Algo- 
ritlmms handhabte, zu einer wichtigen Erweiterung der Quater- 
nionontheorie geflihrt. Wir meinen die von Clifford einge- 
fuhrten JliqiKtteniiunenW, von deren Anwendung auf die Geometrie 
des Raumcs ihr Urheber sich den grossten Nutzen versprach. 
Dio Bi<juaternionen sind ursprlinglich nichts Anderes als Qua- 
torn ionon mit gewdhnlichen eomplexen Zahlencoefficienten. Fasst 
man abor die Quaternioneneinheiten und ihre Producte mit der 
imuginaren Einheit \/ — 1 wiederum als neue Einheiten auf, so 
erhalf man ein neues System, ein System mit acht Hauptein- 
heiten, das, wie man sagen kann, durch “ Multiplication” aus dem 
Quaternionensystem Q und dem System der gewohnlichen com- 
plexen Zahlen e 0 = 1, oder besser, aus Q und dem 

System 

(1) e 0 - = e (h e 0 e x = € 1 e 0 = € 1} = e 0 

horvorgt'gangen ist. An Stelle des Systems (1) konnte Clifford 


* Cay toy, Gatnbvidyc Math. Journal, t. m. 1843; Philos. Mag. 1843, i. 

t Laguor re, Journal de PKc. Polyt., cah. 42, 1867. Cayley, Math. Ann. 
Bd. 15, 1H79. 

+ HtephanoH, Math. Ann. Bd. 22 (1883). 

§ F. Klein, Vorlmmgen iiber das Icosaeder (Leipzig, 1884); s. insbes. i. 
Almclm., § 2. 

11 (1H7H). H, Clifford, Collected Mathematical Payers, Lond. 1882. 
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Mil 

liH‘Il fl!ir\ i|ii* fdtgnidmt itiitlrfi S\ 'Avlnv \u!s IWvX I tfcSfpirifiii«nt*i§ 

21 f 1 t , f f j *, t f » f : 5 J 0, 

»i I < * t . f I | f i* I 3 , l ; » ft, 

Ant dtrsr Wnu ? n? hu* i«*ti * If #*i \ msrhpdnp' Sy-stma* nm 
‘ Hit(tintlilt if »ttrfi,’* U4i lirlirll da* ffiftllrtv 111 rlttrr fildimi lit 8 
/trlmrn* /nr I »ni|tj>r dn / Km'htii«‘li«ni Ittnngntap-it hi riit, 

twthrntd h* itl* n iitniiivii in drru*lhm Wri*** dm* hridrit 

11iiiijituilrii tit r Nit’ht Kiit’Inlisi’hi'ji (i* ntuHn*'. nU»• d«*r I *ruj*pr 
nun* rndlrit ibrltf grmdtmigrit und d»T *nut*r ntt.ign 

ftiuvjs FSut’Iir ‘J H» nut tvrilrfti !S4ar yvninn«AUndmi** 
hat dm fVfdt/rti ig if ? h I turd dm* Wi-nmi dtrsrr 
nirtif Unr minimi , dnrh /ngmi dir tttn tunirr 
n, \mu HnrIiIinin * bmti Itmfrfmi Fnttdmf.ftrlr , dii** dim 
dim \%»r}l4Iidi*IiHrin rilM'H lii-luililit gmv»"- 11*11 

inf I Inn’ /Ui'H If»nnit /!t* t tjn-mf pm dm ** ,1/" 

/nvnn Sy *tmj*r mn rmnjdrvni Xiddmi, di** dariu l»* 4* ( hf, 

ilnm titan dt«* Finduktr dm m bmdmi Xygmumt ^*4p«rsgrti 
Kmhtnfrii nh dn* (Irnndmidimlmi mttr^ itmtmi Sy*tm*.s drtmtrf, 
tin! in d«*n *j»Htn* in itmifimtdmt Ai Umimt % ttit S«di»* ffVi * nun 
litmnidri'#’ Ilrdmtttutg gmumumn 

Dir bmrmt* hrrvmgrt tvl-mn* Maimigtidtigkmt d«T Synniif uni 
fttfuj#|t'\rii Xidi!t*ii iiiip^tr i*h tt ml Ii rmrhmitmi 1'i/nnn 

wmbg/dmtH fiir HIP* tilrtfir Zahl a v**n HiiUptf iuhuilt li dir f*r 
Hiiumtt hint tip^nr Algnritliiiirii m krttftmt. I hr*r Fra^** hat fVm 
lit'li t*r*i vint mttr flmtiiivnilnng ^rfmplni; %%ir ithrr 

fiirr rilir iiiiifkiigrtdtdir Arlw/it vtm II, Veirtr uirfit nnmviditii 

liiMsHit in tlt*r vrrwitndin Friij^rntrllntigni lp*lmmlt*lt Mimd'fr Lmtlrr 
iut dir van i 1 **irn*u4«4ir tiin*f*llk«niii*mi, Hh hull 

diilmr Htdiwny m nkinmrfi* wtdrlir Frohlriu*^ rr *nyjtnillirli Krltnt 
Inti, tuid wiiH mil d«T Lifting grwnimnt ki t Im Fidlr « ■ t mgr* 

hrti iiirli, wit* WtdrrHt mnn ttttd (lay Iry bmurrkt ludini* intr 
dlt' ubtii %n*r»dt4llirirn Syntnun (l|* Vl) % 


* IIu^lilnnifi, Am. J. %\ %m, 

f It, |*inrttr n, C. H, l # «nrrt% Am, J, v. tv, Jhh|, 

* |*ttt0ltrr!r, nummlr At Mtttnmitu'hr xvtn, I HHCI* Vrm\ at fhr f »md> 

Math. St*. %%% |IHHH Hl|, 
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Die vorhin berlihrte Darstellung der Bewegungen im Nicht- 
Euclidischen Raum ist inzwischen von Cayley geleistet worden, 
allerdings ohne Beziehung auf die Biquaternionen* Cayley 
gelangte zu einem Formelsystem, das die linearen automor- 
phen Transformationen einer Sum me von vier Quadraten 
mit Hlilfe der Biquaternionen, die aus obigen Formeln (3) 
hervorgehen, in ganz ahnlicher Weise darzustellen erlaubt, wie 
man vorher schon die automorphe Transformation einer Summe 
von drei Quadraten mit Hlilfe der Hamilton’schen Quaternionen 
dargestellt hatte. (S. die obigen Bemerkungen liber die Fonneln 
von Euler und Rodrigues.) Merkwtirdiger Weise zeigte sich 
auch hier wieder eine nahe Beziehung zu einer schon von Euler 
entdeckten Formelgruppe.— 

Hinter der erwahnten Formelgruppe Cayley's bleiben die 
beriihmten Formeln, durch die derselbe Autor das allgemeinere 
Problem der automorphen Transformation einer Summe von n 
Quadraten gelost hat, in doppelter Hinsicht zuriick. Einmal. 
gibt es, sobald n > 3 ist, lineare Transformationen, die zwar die 
Summe von n Quadraten (eigentlich) in sich selbst transformiren, 
sich aber der Cayley’schen Darstellung entziehen*f*. Sodann ist 


die Zusammensetzung der unabhangigen Parameter, 

Zi 


durch die Cayley die fragliche Transformation darstellt, nicht 
“ bilinear” wie der Referent sich ausdriickt. Sowohl bei der 
Euler’schen Transformation einer Summe von drei Quadiaten, 
als auch bei der erwahnten Cayley’schen einer Summe von vier 
Quadraten, kann man namlich sehr leicht. zwei Transformationen 
hinter einander ausfuhren: Die vier, bez. acht homogenen Para¬ 
meter der zusammengesetzten Transformation werden lineare 
Functionen der Parameter einer jeden der beiden gegebenen 
Transformationen. Ahnliches ist bei den allgemeineren Formeln 
Cayley’s nicht mehr der Fall. Hier setzt nun einc Unter- 
suchung von Lipschitz ein^:. Lipschitz zeigt, wie man mit 
Hlilfe eines bereits von Clifford entdeckten, aus 2 n ~ l Hauptein- 


* Cayley, Crelle's J. Bd. 32, 1846; 50, 1855. 

+ Die eben besprochenen, auf den Fall n =4 bezuglichen Formeln Cayley’s 
ordnen sieli seinen allgemeinen Formeln nicht ohne Weiteres unter, sondern gehen 
aus ihnen erst durch Einfubrung eines iiberzahligen Hiilfsparameters hervor. 
t Lipschitz, Untersuchungen iiber die Sumrnen von Quadraten. Bonn, 1886. 
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I*i**4 1 'liriiibat System^ von complexen Zahlon <!i< k auto- 

ittMi jula* n ! !.4!!4Miiijnn*»is*ii einer Suiunu 1 vuu n Quadraten so 
.in*(itni-4,ra L s 4iin 4 da»s «lsr ubiifon Forderungen dor Darstellbar- 

**• ’ ' :!;i 1 Tiaiisforiiiutiou tmd der bilmenren Zusammen- 

'**.’41;, riftiili ttordrii. Im Kalb* n 3 kommt. man auf die 
K.rjii*-n \un hu 1 vt and Kodrigues, im Kalb* n = 4 (was Herrn 
L}j* ^hiU, « itigmtin-u m ;4i‘in sehrint) auf die erwiihnten Kormeln 
; * 111,11 3 •» niruek 1 be /aid tier Hinheit.en, die Lipschitz 

brimful, i*4, wjr gr*ngt t n \ aFo eine Zahl, die mil. steigenden 
Writlnii inn n usd randier wiirhst, nieht uur als die Zahl 
n i I 1 

M dn iinnblmngtgeii Parameter einer orthogonalen Trans- 

s f**i lout hi ( Mindem niiett a!n tlit* Zahl a’ 4 der (JoeilHuonten einer 

allgnm im n in if'.4i *-it Transformation im Uebiet a ter Htufe. Es 
dulmi da* Frage tdleii, ob man nit*ht die uutomorphen 
biis,i|iit Tiai4**4*ajii.tfioiieii einer tpmdmUachen Form in noch 
i rmtedirii i \\ else mil finite enter kleiueren Zahl von Einheiten 

beiuMeb'ln kniiii Tbat^ielilieli knnn man in (ban allerdingn 
^meubii* n Kalb- n ti ittil Htilf’e eine* Systems von Hi Einheiten 
*lu ,eii*uoMijibe TiHJiHforiiiaiion der quadratbsehen Form 
lit / ay a*/ I 4/ - af u ay - ay 3 

i tinirli I ti 1 t * bonmgnir Parameter mil hilinearer Zimammen- 

i mug lrj4rii* ( iiinl /.war tihtie Auftret(*n irgend weleher 

\n-.?f.ibiie fall*', ttiifirmtd iiiteh der Metlmde von Lipsehitz 

:i;! Kitifn ifni rHhrdertieh *md. liter ist. also tun Punkl, wo 

bniifiuy Fm|^ ebttiigni mnzuset/.en haben vverdem 

Ml! tb'ti |ie%pri»elieit«*t4 Put ersuehungett hiingt nalu* zusammen 

me |t» ili#- mil Arbeiten ilbet* hiUiwinr Furmen und Mttlricss, 

f iiijrii die luieare Solmur der bilineareu Formen H (tik&iUk nines 
? *,k 

It* lnefi-i lifer Suite wild in der einfaehsten Weise c*in System 

, rMtupimer Ziibteii tttil u 1 Haupteinheiten definirt, wenn dan 

"Pfednfii" /wei**r Forttieti der Sehaar dureh dit* Formeln 

lot U H «l 11 4 a, I l ). (* r . t*k) (* r l H f ) d (k^l) 

f * Ikbill mtnH* IHene ” Mnltiplieution*’ der hilineuren Formen 

* I n Hiifli, inn, tUt, t 14 If, 

f 4 l M .e t iH t t<»H, FtnliraiUH, (*rrlU''« *h Bd. HI, 1H7H, 

s -Iimrifiiil hW 1 . 14 .“ J»I, V. VI. IHHI. Kd, Wryr, Ptager 
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lauft offenbar der Zusammensetzung der collinearen Transforma¬ 
tionen x{ — 2 a ilc Xi des Gebietes wter Stufe parallel; wir ivollen 

i 

daher sagen , dass das System von n 2 Einheiten mit den 
Multiplicationsregeln 

(6) e%]c. ei m = 0 (Jc 4= l\ == 

zar allgemeinen projectiven Oruppe (der Gruppe alter collinearen 
Transformationsn) des Gebietes n ter Stufe gehdrt. 

Ftihrt man zwei Transformationen = 2&^#^ = 0 

hinter einander aus, so setzt sich die Matrix |c^| der resultirenden 
Transformation in einfacher Weise aus den Matrices und |6^| 
der Componenten zusammen: 

\cik\ = ; 

man kann daher die Multiplication zweier Zahlen unseres Systems 
auch auffassen als eine “ Multiplication” der zugehdrigen Matrices. 
Umgekehrt wird jede Untersuchung liber die Zusammensetzung 
der Matrices, oder der bilinearen Formen, oder der Transforma¬ 
tionen der allgemeinen projectiven Gruppe, als eine Untersuchung 
iiber das aus n 2 Einheiten gebildete System (6) von complexen 
Zahlen angesehen werden kbnnen. 

Der auf den Fall n = 2 bezugiichen Untersuchimgen von 
Laguerre, Cayley und Stephanos haben wir schon gedacht. 
Hier haben wir noch hinzuzufiigen, dass das im Falle 3 
entstehende System von neun Einheiten idcntisch ist mit dem 
System der Nonionen, das von Sylvester als ein Analogon der 
Hamilton’schen Quaternionen aufgestellt worden ist* sowie, 
dass das aus der Annahme n = 4 hervorgehende System zur auto- 
morphen Transformation der quadratischen Form (4) dient. 

Unter den auf die Gruppe der collinearen Transformationen 
bezugiichen Untersuchungen ist besonders hervorzuheben die 
erwahnte Arbeit von Frobenius, die eine grosse Menge werth- 
voller Ergebnisse enthalt. Im Schlussparagraphen dieser Ab- 
handlung werden ausdrucklich Systeme complexer Zahlen einge- 


Beric.hte, 1887; Bulletin des Hci. Math. 2 s6r. xv. 1887; Wiener Monatsh. f. 
Math. u. Bhys. i. 181)0. 

* Sylvester, Johns Hopkins Circular, 1882, n. Comptes Ilendus, 1888, S. 1386 ; 
1884, S. 273, 471. 
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ftihrt, allerdings auf Grand einer mangelhaften Definition. 
Frobenius zeigt u. A., dass die gewohnlichen complexen Zahlen 
and die Quaternionen die einzigen Systeme complexer Zahlen sind, 
bei denen ein Produkt zweier Factoren nicht verschwinden harm, 
ohne dass evner der Factoren verschwindet. 

Endlich wollen wir einer im Ubrigen nicht ein wand sfreien 
Note von Poincard gedenken, der hervorgehoben hat, dass mit 
jedem System complexer Zahlen zwei projective Gruppen x'=ax , 
x' = xb verknlipft sind*; was uns allerdings ziemlich selbstver- 
standlich erscheint. 


In beinahe alien bis jetzt erwahnten Untersuchungen hat sich 
ein Zusammenhang der Systeme complexer Zahlen mit gewissen 
Transformationsgruppen gezeigt: eine Thatsache, die allerdings 
von den Autoren selbst nicht immer hervorgehoben worden ist. 
Die Systeme complexer Zahlen erscheinen als ein Mittel, gewisse 
Gruppen linearer Transformationen in iibersichtlicher Weise 
darzustellen, und die Regeln ihrer Zusammensetzung kurz zu 
beschreiben. In den Arbeiten, die wir jetzt zu nennen haben 
werden, wird die Theorie der complexen Zahlen von vorn herein 
als ein Theil der grossen, von Sophus Lie begriindeten Theorie 
der Transformationsgruppen'Y hingestellt. Es handelt sich darum, 
die Besonderheit gewisser mit System en complexer Zahlen 
verkniipfter Gruppen klar zu erfassen, die Zahlensysteme syste- 
matisch zum Studium dieser Gruppen zu verwerthen, endlich 
umgekehrt die in der allgemeinen Theorie der Transformations¬ 
gruppen entwickelten Gedanken fur das Studium der Zahlen¬ 
systeme nutzbar zu machen. 

Die Reihe dieser Arbeiten wird eroffnet durch eine Abhand- 
lung von Schur^;. Schur ersetzt die Gleichungen des associa- 
tiven und distributiven Gesetzes der Multiplication 

(7) a (be) = ( ab ) c, 

a(b + c) = ab + ac , (a + b) c = ac -t- be 


4f Poincar4, Comptes JRendw, 1884, S. 740. 

+ Theorie der Trantformationsgruppen , unter Mitwirkung von Fr. Engel 
bearbeitet von S. Lie. Leipzig (Bd. i. 1888; Bd. ii. 1890). 

X Schur, Math. Amu Bd. 88, 1888. 
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iiipl »*li^dtoirf w.inim*. Kino zwoifo Abhamlhmg des Refor- 
f lt!f 13 , ‘ l!i, >i f ^nduhrlioho Darlogungon Ubor dm Zusammenhang 


Si '»!«*}m ii oitiiip 
p* ul s A ii.tnd* It ^b'h 
d*a t-impp* 

° 

b’Xt*r /abloii and Transformationsgrup- 
dalni lianptsiirhlich mu Kigcnsehaften 

1 H | 

y iuh t 

II! d*T til*' t \n tliri»ilfr!l 

j\ dor Grosso ,r ^ als homoqene 

i * 

V* nmd*-i lirli*' JiiltiHdiMsf 

wordoit, mid ihror Untm-grujiptm 

|!G j 

lU\ .V :r id, 

ittli 

y it 1 J'it. 


t ti« < #1* irlmn^iii tdt h| i‘iu Paar von oinfach-taansitivon, 
rn vmprakvn projoH iv**n (Iruppon dar; aus dor Zu- 
utiimi* is** t/jiat; dir Tmiistiinnutiunon bolder Umppen entstoht. 
«li»' iiiiti4.v**iii|rrr ( ditpjM’ I *S), deron itll^^nudiu* Transformation 
'»»*t *J>i m I Paramotorn abhnngt, wenn dan 

* M ig« h-gt*' ZidiIrii k iV4*iii in iinotiruumbhaugige, mil* jedor Zahl 
d*"-- v»'i tiyiHrlftiiin* Zithlm onfhalt. A us dor 

ffiiijtp hi k *>Miaou fit** <iruppo (10) hervor, wnm man onion 

h?* wi'-.rii Pniilt \i»ii atlgoiuotnor bigo fesfhalk Dioso Gruppc 
iii i<ii nlli|iiiii'iii** Transformation n — m Parameter hat, ist 
nis'lif iiiMiiitlirli \ iini'llii-dtii vun dor 41 Adjunt/irttw ” einor joden 
if* i l« idi n I trujijwii (d i, 

t *irh /mgen litsM* duss jodrs Paar vun reeipmken projeetiven 
Itrnpjtrti dnridi GlmoffUiigofi vm dor Form (d) durgestellt wordon 
iiiiiin, ‘U* ei nut dor Atiflinditng alba* wesentlioh versehiodenon 
iiir suit ii Haupteiuheifen rinr best,innate Aufgabe 
d« i i buppriittioorii* geldst, nnmlieh dun Problem tier AujHteMnng 
tillrr Ttfp *« von Ptuttm reeiproker project leer Uruppen, 

I >ir JMrndling dit’Hor Siitxe beruht daraul, <lass sit* in 
g* % i* *.« a Falbii m oilier hr** aider* einfaehen Darstellung eon- 
i iiuiiilrtiii' TriiiiHfifrtiii$l4i»iiwgruppc‘ri fuhren. Jodesmal nilmlich, 
iiiiin dm Uruppofi (d) iwiuiorph sind m einor r-gliodrigen con- 
iiiniiiindirti Grnppi% katin man die Transformationen dioser 

4 VUirMti»i»«. M-fi, Sa*hr, twi; v#l. Schwarz, Dotlcknnl, PetcvHun, 

||#44*‘i *4>rt*4iO ItHHti, 

f Hhnh, Hri, it. K, (it*, it, II', o«l«*r Mmttt»hrftt> fill' Math. n. 

ffat* il- t t 
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•m.l ' ' ^ fj‘ U! wcinira *. Kim- sswvitf Abhandlung dos Rcf'er- 
i*um : r .m-iuhrli.-hr Durl.-xuii^-n UIht «i«*n Zusammonhang 
’ " *" ( 1 IUI 11 Zahlt'ii mid Tran.sfonnafcionsgrup- 

*' , ' u ' !l '•itb'-i hauptsiichlieh um Kigenwhafteii 
il* ! 

y tu’h % 


|M 


1,1 ,|,r ,iir 1 ftn-i.-Ht, n d.-r (ii-iissc £ r;(V als homupne 


V' land. 1 lir|„ autg.d'a-M w.-rdm, mul iluvr Untergnippon 

t‘»* <i.r. y 

i Iiii y ti * j'tt. 


In* Ulf irtmiigrn fPf Hirllrn fin Paar von ainfacdUransitivan, 
rrnpnirn projarlivau Uruppan dar; attn dor Zu- 
«lrr Tmnsftiriimtiounu baidar (Jruppcn antstaht 
*Ia* iifiiiii.vw mil r*- ( trnjijH* <81, daran allgamaina Transformation 
|M|1 « l! Italian Pnramatarn abhnngf, wann das 

v»ag*Ii gi« Xald* iia^m a# linamMumblmngiga, mii jadar Zahl 
ili'^ S\sf»-io?, % **i lni!‘.f*|itiart* Xahlan *r (ax — } anfhalt, Aus dar 

<tinj»|f» iNi In Hudjiiiii dia (trup|if (H)) harvor, wann man ainan 
ii pitnla \nii jillgriiadnar Luga fasfhalt, Diaso Uruppa 
1 IP*. 1 1» i<it iillgriuriia* Tmmdbrnmtion n-~m Paramatar hat, 1st 
liirlii \% rsn'iii 1 1 «*li VfjM’himiait van dar “ Adjtnttjhieu" ainar jadan 
d* i if« i®I? a I dtijtfwli f Iff, 

I Pi *nalt lim*4, dirn^ jt*dt»h Paar von raoiprokon projaefivan 

Minjii'w n diiiali f <iiii*!iiingaii van dar Kami (ft) dargaHfalll wardan 
kiiiin, nm $m! mil drf Aitfliitditng alh‘r waHantliah varsohiodanan 
Ziilih-ii^yMamt* iiiif n tiattpiainhalian aina bastimmta Aufgaba 
ii«a I »i njijwiitfiriii ia gfk’mt, nninliah dun Problem, dar A ufatallung 
t$iif r T^ififu m« Pmtrnt mnpruker p roj retire r (hot ppm. 

I hr {Ifiirtil ntig diratT Siitxa haruht darauf, (lass sia in 
Piiihit m tdtiar hasomtars ainfaa!n*n Darstallung eon- 
itniiiiliflii'r IViiimiiiriniit.iiiiiHgruppan fuhran, Jadasmal namlich, 
up ini dir <inij*|ifii (!I) isumorph sind m idnar r-gliadrigan con- 
t iiinii Iialnii I #rtij#|*f% kann man dia Traimt’ormationan diasar 

" \\ nri nii *ft«» Viii lir* iHKi ; v^t!. H«hwtu*/,, D<*dukind, 

H-^ 14 * * i 4 #n 4 if inml, 

I Htxnh. Ilttf $L l, th 4 , ti, II, 1HHU; o*l<*r fih' Math. n. 









* !4r f ! c tf 

|t4 |i.. inyrj 
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tu ilii tlit> S\sit*m S zerlegt wrrden kmm. Die 
'' u d« i ti«4f** A 11 m* m i 11111 r tlirses K riteriums fit hr t zur vollstiindigen 
Xrih'-un,. «)rs S\string S ill Ueinere Systenu\ einer Zerlegung, 
fh»* 1 111 !ii»- r itnr m em*T Wrist* hrwrrksfelligf, warden kann. 

\« hen dir hintlubltuig dor Zahlrnsy.steme in reduribelo und 
m* dm-dt* 1»- st, Ilf Krlirflers rine zweife, nieht minder wiehtige.: 
*iir Km! hr dung in {^httfrttt^usifsfnnv und X ieh ttjintteniions ysten i a. 

* iitriit luuduuimtalen Xut/e von Huge l * zerfallen alle 
r di o;* u runt until brlnm Uruppeit in zwei Classen. Die 
ttptpjn it ti» i rist»ii 1 1i|s*sr enthalten eine dreigliedrigo llnt.er~ 
^ntjtjp \«,u «l**i ZiiHautiiiriisri/nn^r der projectivrn (Jruppe nines 
t\rri hrliftt?fist tin Khriie p»der tier Urnppe der Drehungen 
, 1**' 5 idMiiiir’ mu riitm frstr|j Punktl; die <iruppen der zweifen 
< Iiimm Hi U *l liindi d« r Au*dntek s n\risr v«»n S, Lit*, iuteyntbel ; d. h. 
I s *1" %$ili dtie-ii imt riur |r I Lgiiedrige Cntergmppe, diese 
toe'diiiint tint f*sit*” i r 2I gliedrige Tntergruppe, u, «. f Diese 
Kiitfiit ilttiii^ \ni4 unit ant tin- join n Kinheiten gebildeten Sysfceme 
r %*inj »!* i /ablest tibet t mgtir wvim man an Stella der r-gliedrigen 
Linjijir I Hi, drr brldrfi lit — 11 glird 1*1*400 (iruppen (3) scUL Die* 
-■*** it t gehorigrtt Xjstetue, tlie Qu a tention systeme, 

rii sti'li, fifirlt riieio allerdiug* zunnehst nttr vermuthotell 
jitiitn-r mi *rinetben, i Ihhh ein Theil ilnvr Multiplications- 
i*tHh uni ifrii MntfiplieaftoitMregeln der Qunternionen Uberein- 
m f 11111111 l Hr (fmipiriiilitnim eiites X iehtijna tern ionxystnus lussen 

mrii in iftiip-pm #*,. e Jt , . e, ; >/,, ?}>•,, theiten, dentet, duns 

jr-dr* e, r. tmsdrntkimr ist dmrh die (\ und *?; rorhertjehenden 
tXnhrdm t dmh 114 1 und */,0 ist file i^k; dans endlieh 

tillo IhfiiliilT#? t|4 1\ amt #* 4 i|| fitr k ~ 1, 2,,,.^ mrtiehwinde.ii wit 
J u$wifiwt* je tdnes rinzitjan, dtts tjlmeh f f > ist (- f,*). 

\ni iififfid dn*hvn nod nhnlit'tier Satzt* gelingf t*s nielit. nur, 
dir' IlrMiiiiiiiiiing tiller Typrii iiiirh noeh ftlr den Fall n ■■ f> dundt- 
/ufulirein wtidrnt aurli die Fnlle /,• -r n ~ 1 und k - // — 2 , und bin 
411 riiimi getti.HM‘ii Unitle lien Kail k - 2 nllgemein zu t*rl<‘digt*m 
I hr (^uafernimi^v.Htemi' wertlen bin zu aeht Kinhoiten bin 
Ih***i iiniii!, o!m» tin^ der obt*n erwahuta* Satz voraUHgt‘m»tzt 
Iilllflr I lent aiders tieinerkelisWell h em<*heini clie Itollo, tlic^ der 

KlSifrt, /<*■ j , tt, I, #r**l» Ora, <1, If , iHH?, iHlKl, 

* iti-i- U-v:t nti’ii mm flri fijmtm ztt lM*«jtrt't*ht»utit*n Throritt vou Molitm 
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itiinii uni dm f»’^{*rMrh«i^ii K*rmeln day ley’s fiir die automorpho 
Tt.fcU'*!*»i\»»u vi.-r Rhiadnifen xnriiek—Mondorn, wie bcilaufig 
t^nerli v\nd* n mavr. aurh mif die Theorie dor AhnlicJikeits- 
tr*m ‘.fM? mafiuwn »!«•* % tertaeh- wie des dreifaoh-ausgodchnto/n 
lUttmrx Znr I’urainei erdarstollung dither Transformationen 
tiiitiih^h k.iiiii nil S\n tem \uii 3.4 Rinluiten dtenen, das (lurch 
Mnita*ii iI*-M RHuiteruionensystenis Q nut deni System 

«'*• «'» <•-> 

*'« <\ t 0 e u 

*•» 0 <*, ■ 0 j 

r, » v, ] () | 

hi i % ni i.:rht 

Km* Vet Hefting nuserer Kind edit. in die Structur 

dri s% ’'.bin* %i»i4 e»»mj,lr\en Znhleu Imt endlieh eine Arbeit von 
Slid.,- it g* In.edit * flier warden eine Reihe neuer mid wichtiger 
f »* ya iifi riif%\ieleli , u»r Allen der des hujlmtenden baldensj/stons 

e$||i • gegdt* tOMi, 

die geetguef gewahlfen (irundzahlon ('irnus Zahlen- 
'*>% in ,hv«*j t »tujipeii r’ 4 »,.e jtl theilen, dorart, (lass allc 

t\fi ‘Mi It iItireli iltf* t\ nlltiii nusdriieken lassen, wahrond (lie 
IVdnkf' rv a , e,, r/,f/ 4 dtmdt die t;, nllein nuNgodriiekt sind, so 
hilden * | sr fit fiii«l/alilni i\, , t% tin ZnldenHvstem, von dom Molien 
* * lip gegelteiie '* hegleRei," Kin Zahlensystem, das 
M-m lh Helen ti*^Ieiintd«‘s System euthtilf, heisst (in “ tmprnny- 
'AthW* Kill limtpl/.iel der M alien \sohen Arbeit ist 
die If* Htimmmm idler dieser ursprUngHeheu Zahlonsysteme. 

*/ri|r •a ut spy moilicht' Zithtriisif.stvm hot vine tpuutciitische Ztthl 
, ,„i //(t .-^fcui/i* iftvi, uml i*t idvntinch mil vnivni <Ut Zuhlen-fti/stenie, 
,(,< , n »' u’tr <then mtjlvn, zur olbjvmvinvn projec.tiven Urnppe emeu 
firlnctc* niter Stuff ijt'huvvu 

W.-nn cm uifht ursiirUnglioh ist,, so best-iinmeu 

,l„ it,it i, bfZftohtioti'it Zuhlon fin,' inmriontvt Unter- 

j.-.i.-n ,!,-r ti.it ,tftn Zahlfns.ysl.cm vcrkmipftim 
. *,.tML«-t, <!tii|*j« n (H), 1st <tas Zahlcnsystcn .lagc'g.m m- 

» ,y„hm, t t>r I S,,,frtiu In-tifin . n mptfirr Xulitrii, odor 

M.OA Jt.t It. I*«» 




Iplt * . * s - ‘ H 


H . . / • . . ^ . 1- • » 

n >. * ' 

M. i; ’u , . . ; ■ i- .. a , , 

S, b w, • • !.' • ■ ■ ^ '■ 

/» b .• b i .il . * * , u - . / ’ ■ ’’ *» • I ' ' 

^ ' r' ■ v > 4 * ■*, ■ ■ t , ..>* . , i , 

/• .\i ■ v >>>?'•. x . . • ’ < •■ r . ■ f - . . ' ; 

' !’ * . i J ; . * p* * bb } * 

>Vsf*'‘i *• r. f t , h?* n *. ^ - t %% 

4< b ‘ ' V . * ’ . * . • ■ . ■* I ‘ b 

*\ it ' M_ • . :. ! ; f • , t ' ’ \ }f * 1 4 *' : ~ '• *•_ •' -' if v t J: 

i* r -, , • . v 

I n ' ' 

\ b ? f f < > 1 Vu* % L - , b 3 . *■ 

, , .• * >. - b N „ , ‘ ! _ b... , 

M-.>« - . . - t’ >, * .b . Pb /.*■ . -■ 1*:. 

‘M * j j,> ,, , M* -, \* *.*■.* i <,,* 

S, h - 11 < i '< .* ' > s \ . \? v . , • - ,# •• , t - ' , * I i A 

»p !, ti / \ % t . . 1 i * i * * 4 « 

4. :i.» < s * 4 .'<*a ^ i bb b *, /t < i , ' li ti | • --«/ 

/Hm* ' ’Viti. - „• : 

A;. ' *. N -i.h. M ■• , » *■ . 3 , \ . *, t - ,S. 

4*i i• -I>* If ' , li •! ■ - ,f . ^ . f,' ' . , \t 3 

liU ./■ ;»*§! Nt4» .* . . p , . , », ,' ' , 

i*-»' ? -/ - ( , i < r * t, , \ . 1 - „ 

H ii/I ‘«n? 3 *• Is, f* i* ^ f »j, i , 3b • I> 'j\ , J , >. ;b‘ , - , \ II- , 

M'4. !' !■! I * 4 * t ,' p 1 Vl ^ ^ ' * 

ii* h : *i -r i - i b , * « i ^ », u i ', , 1 f * ‘ - * > b 

4l|b Ih i} ! \\ J — 'b’*., *V x, , ..-j ' - ; .u ,• \ -i, 

l|» r*1 1^ 4» |# * f f bb }’ b 1 * „ ^ / 3 I,* I " » M' )U 

Ilf^iiliMb* fb*fb‘-:»..*U*?b< u <i > k * ' » i * ' „ 5 m‘ , i h 

r| tblfibi » 'bi |b/< i* ’-'i 1 \ » b t‘ b l' ' a; II 

|* 4i iifuli 1 * hr A t'lll lv b v, « | 11* 




.hWKMK t’iiMI*l*KXKit XAHI.KN, 


3 KI 



w 

i! fit! i 
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.4!ii!li«‘Ii! i'-n-, 

"'ll! 

* 1* 

ll 1 Jrg* 
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II 

JUnk 

i **;; 



\\ 

1*i 11 •• 

i,? 


.<•> , , ,'f 


uni 


I,: hi'jufr thr jrrltui# t *j ,\tathnnatun and 

, i r *i it jar th*' Aiimnt'amnii of 

s ' fn ' ** \!rrlan*j, All,***i!:sf 1 >M», Snlt^IU MllWi iHSf?. 

I *%1« \ , ” * hi mullv\)^rhra tjmtrtrrh/ Jtmrmti t #/* Math? 

’ S ,! *•> ^ | < ’* * «l 

"t*W» <% ^u~mv ri*iii|*lmrr YtMvn mul ihn* Anwnmhmg 
’*» •**-i riin.i »*♦ »|*-r 1 1 -in i|f»i Manatnkf/tc /, Math, tt> 

th%M i 3 \\ mn, I ^ t UM i >1 Lf^'I 

s * ^ * ** " Kmui'tfnki'miU Xidtli'tinyHiriiHs iuif lypi«i*lyt 

f At it»* 3i ’ Math A na 1 If I« S ‘jtHl, 

\fxiiti4, Vhr.t p%§nlam hi*hnr-r mmph'jvr Kahtra, l)ur|^ii» iSiSU ; 

*4* l Ham Ann |S4 II, B 


VS ttiisi.'tm, ;*:i j;« IMKI 


|Zu *lr>t i»n AiifV.iiliIiiiig mf iitiuli hiti/.u/ufugf*u ; 

,H m j. h n f t Lir, Wa Iniun-jm uimf Haitian hdit'h*' (ftupprn, 

\ *' *M f H* n*‘'i Wrik m A tit limiting V lumjitwiifliliali tnnu 

t - 5 ,id-ill iih^i At*- ,\* sU-ifinii mu Hi inly Hint HrtinffVrn, 

I-Viip-i mml ?int Xhimmn^ liHnratn uitrh /,w*u AWnunllungtnt 

;„«i 4 >s f rRrlitfiiirii thrieht*\ IHlKf uiul I HIM), in tlniimi 

Am Am rnmmuffilivnu HynUmu* «*ntwkk«4& unit auf 

* ttngr *u»')4 tg*< giIViAAmnr ftfignwtnttini wink 



SOME RESEARCHES IN SPHERICAL 

TRIGONOMETRY. 


iiv 

K. STPUY or MAUitPUC 

I hku your permission, mombor* of fit*- * SmgtvHs, f»i givo 
you an account of u book, whioh has just appoaivd in tho 
Reports of the Saxon Aoadom) (I s*W, \«»i w Nr 11 1 * 

The mat tor is quite elementary ; I am to .ijirak about Spherical 

Trigonometry. 

1 do not know whether you will to* tnfrtt^trd in t hr* Huhjeot 

or not; certainly I have found *oiue p* w In* flunk that 

Elementary Geometry iiiiih! ho ipuirh exlmteUrd. that fit**iv 
can bo almost nothing loft in it, worth doing, M\ opinion, f 
confess, is directly tho opposite; and *«» 1 entered upon u research 
into Spherical Trigonometry. tho r«-^idt*'« t*f which. I will nut 

bo without interest. 

I began by considering tho relations among tho eorrtietent* 
of an orthogonal substitution, Lot flio eoothctent* *i mt of 

Bitch a substitution ho expressed in tortus of Ku let N jaifutiirt«*ni ( 
i.o.» the four wolhknown homogeneous quant ifto** mtr**due»*d by 
Kulor. It in tho udvantago of thin method, m you kmn\, ihat it 
reduces the relations jnnt mentioned to identities Would it not 
bo likewise advantageous to express ttt the Hitum win tlio Hide* 
and angles of a spherical triangle m Hymiuetneulh nn jwoonblo by 
a system of tltroo quant tiles, or hot ter, hy tout homogeni'ioin 
quantities, and so to reduce tho funiittlur of Sphencul Trigon¬ 
ometry to identities f 


8 |jhiirltteh« rrigtiiioinvliriw, Hiilipliltiiitiiimi ninl lUitpJiw-lir- 

Function©**, CuMkhdi aim m^midy mi Htr«i*iV. 




HPHKKHWL TKIUONOM KTK V. 


Sim* and oomuo of an anglo may In* oxprossod rationally in 
tormn of tin* ootangont of tin* half anglo and vino vorna. Wo 
may thorofiuv invo.stigato tho rolation.s among tin* funotionn 
ootangonts of tin* half sidos ami tin* half unglos of tlu* trianglo, 






Ij*t tlii + muIoh ho doijoiocl hy ti u a. u tin* unglos by #*» 

m shown in tho adjoinod figuros (1 ) t wluoli an* umiorntoiKl to ho 
stoivngmphioitl promotions of sphorioul trianglos. 

Kurtlmr donoto vttj [l hy / n and vttj ^ hy X,, Starting from tho 

formula** oallod Do lauihro’s or flam-nth you will fmd nftor Homo 
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reckoning, that these two sets of quantifies a re connected by 

the three following equations: 

i - A,\ 5 4- A,\ t I \iA : 


U x 


Celt*, t, 


O .- 1 i \ i t \,x. 

and the three equal ions, which result from these by interchanging 
the /’s and Vs. 

The remarkable charset eristie of these equatnih is, that they 
are linear in terms of the products !J nt \, I hereto**** we may 
easily express these products in terms of one set of four homo¬ 
geneous quantities A’,,* A'*, A*., A . 

Indeed, supposing 



'1Y 
—* * 

- Y 

' -V it 

-f .V, 

t X 

. i X 

. 2/ 

X 

A' 

X 

X 

(2) 

2F,~ 

- A'„ 

+ .v, 

- A', 

- .Y. 

X 

. :!X, 

A* ■' 

A : 

i A*, 

i A‘ 

: 1Y, 

• a*„ 

! A* 

A* 

. 2X: 

A i 

X. 

X 

t A’ 


2K, 

Y„ 

- A*, 

A' 

f A* 

, 2X 

A' t 

X, 

• X 

A' 

the said products 

i umy 

In* i 

•x pressed jci 

fl *I!oV\ N 




13) 




x, 

X,' 


XX. 

y (etc 

A, 




from winch 


(4) 


/i 

V 


XJ " 


tele, 


XX 

XX <ZZ % ZZ> 

<\\x x y,a\ va\ 

vx v ? r,rj* i* 

When now we express the functions cos« 4I «•»««, tn terms 
of the quantities Atliere appears n remarkable fact, not to 
have been foreseen, flu* fact that there is a u-n near connection 
between Spherical Trigonometry and the id*me,mentioned ortho¬ 
gonal substitutions: tin* amines have the simple values 


(») 


cos a x 

<1 u 

SR ^ 

Cly 

ll^i 

COS tty r t 

i*t:m it, ■■ 

t;.„ '*» 

cos a x 

^’34 

2® 

% 

U S1 

COS \ 

cos a, - 



where the quantities a i4 are exactly the Kiilerinii expressions 
for the coefficients of an orthogonal ^tibstifution in terms of 
the parameters X{. 
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Therefore to each orthogonal substitution belongs a certain 
spherical triangle , given bg the cosines of its sides and angles; and 
nee eerstt, to each triangle appertains a certain orthogonal 
substitution. 

A great many eonsequeuees follow from this theorem. I must 
confine my so If to t^ivinjy you an idea of some, of them ; a compre¬ 
hensive theory is developed in the hook mentioned above. 

As a first, application of quite an elementary character may be 
mentioned the research of the relations between the radii of the 
inscribed and circumscribed circles. 

Ijct, the cotangents of the spherical radii of the four inscribed 
circles be denoted by p„, p x , p 3 , p.„ and the reciprocal quantities, 
the tangents of t he radii of tin 1 circumscribed circles, by r a , r,, r„ 
we have 


m 


r; 


Pi¬ 


ll . Zi 


Vr „ r , y.ymzm' 

It. Y; 


It 


= An 
V 2 * 


^’22 

2 * 2 * 


Eliminating tin* quantities Y) 

, m-; 

(i, wo find 

• 2r 0 *= - 

" Po+ pi +■ P-1 + p.u 

2p.»- 

r 0 + n +-a* + 

2r, = 
(7) 

pa~ P 1 +P 1 + pi, 

> bS 

I 

r () — r, -f r.j + r; t , 

2r, 

P» + Pi-Pi + P-. o 

2p.,= 


• 

Pa + Pi + Pi ~ P-.u 

2p., - 

>0 + Vi 4* Vj — >*;,, 


(r„r, + r,r :s ) (r n r., 4- ?V.) (>\,r 3 +r l r a ) 

<H) ~^r„r 1 r a r 3 .p ll p l p s p :t 

--= (p»p, + PiP-i) (p«Pi + PtPl) (PoPs + plPi). 

Ah a second application we give by means of a construction 
of plane. (Icomotry a solution of the following problem: To find 
the angles of a spherical triangle , when, the sides are given, and vice 
oemt. 


Write 


<f» 


2#„ = 2v 

- a , - (t-j - a :i , 

2<r„ = 27r 

1 

I 

8 

1 

2 s, ~ 

— a, 4- u.j 4" n.i, 

2<r,= 

— o£j 4- ota 4- a.,, 

b& 

11 

«,-o 3 4-«i, 

q 

u 

11 

ai-a s 4-a s , 


a, 4- « s - «•> 

2cr n = 

a, 4- ota - a 3 , 


v. i\ 


25 
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where the sum of the right memh.-rs in oaeh ease is 2 tt ; then 

we have 


( 10 ) 


Sill Si = 


^Xz x z t z A 

it 


sill €f % 


Y n Y x V, Y* 

H 




Therefore we an* able to construct two inscribed quadrilaterals, 
whose sides are proportional to the quantities 1 M [Fig. 2j, 



We may chouse the absolute si/,** of the two figures in such a 

maimer, that the relations between lb* side** of buth quadrilaterals 
become exactly the name an the relations between the quantities 
F*, %i* Then the diagonals of both quadrilaterals June the same 
length*. Hence the one quadrilateral may be roust fueled, when 

the other is known. 

Bo we have the following construction: We seek first the 
angles 2^; then we construct the first quadrilateral, of any sixe we 
choose; then the second quadrilateral in to lie construeted, by 
means of the known length of its sides and diagonal h , and this 
second quadrilateral gives immediately the angles 0 %. Besides, 
we find in our figure’ not only the angles ami <r 0 hut also the 
angles a* and a* themselves, m shown in the diagram {Fig. 2). 


* Binoe wtt may change the order of the ttidtw w«* have three dt§nf«atiil# for 
each quadrilateral The three diagonals of tint llnti quadrilateral are «£titil to the 

three diagonal of the second quadrilateral 
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Let. us now consider the. ratios 

X, : X\ : X, : X, 

as coordinates of a point in space, and more particularly the 
quantities 

X x A, X 3 

Y > ”V » "~y } 

•*V 0 -*V. 0 JX. 0 

an rectangular Cartesian coordinates. Then we have made 
to correspond to each triangle of given shape a certain point 
in space, and vice versa. 

To every real triangle corresponds also a real point; but 
not reciprocally. 

The space-locus of the points to which real triangles correspond 
is remarkable enough. 

Consider the linear equations Yi = 0, Zi = 0. Each of these 
two systems of four equations represents the faces of a regular 
tetrahedron. Both tetrahedrons constitute a simple figure, since 
their vertices are the vertices of a cube. They intersect each 



other sc as to include a regular octahedron [Fig. 3]. To all 
the points in the interior of this octahedron correspond real 
triangles; but not to these points only. There are still three 
other octahedrons (using the word in the sense of projective 
Geometry), to the. points in the interior of which correspond real 
triangles. Consider any vertex of our regular octahedron, and 
let every face meeting in this vertex be continued, so as to foim 
the second sheet of a cone with four plane sides. We have three 

25—2 
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Norn' in jfi’Mji cl it i- lU»i ri i *, 

it rrgttlftr jm • .m/ *hi , % b * ‘ ■ 

tit tht« tittrriMt- Hi au\ mu* ,4 * ,i ’v y 
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uf tltfj Hph«*n* l Fig, tl | 


h-i& 
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1 he edge** and flu* vertiees of the four octahedrons, the number 
*»f tthirli is 12, .uv singular points of our representation of 
ifi*‘ Hptn*rieal triangles by points of space. Every vertex represents 
f l* singles, oa«’h of whieh has degenerated in such a manner, 
that unv of its Milrs has a length congruent to zero, and in the 
Mime wiij thr opposite angle a magnitude congruent, to zero 
luiirtl, ns n is to be seen in the figure 7. Two angular points 
*4 Mtn-li a triangle, w hieh still depends on two parameters, are* 
either t'Mincufinit, or opposite points (poles) of the sphere*. 





\ 


Xtiw with every triangle is intimately connected an infinite 
series of other triangles, the whole of which may be called a group 
uf mmtjhhtmrhtij irittmjlm. All of them belong to the same three- 
flat or three-edge, They are connected by linear substitutions: 
Let «i,\ be the sides and angles of any one of them, then 
we have 


tit! 

where 


u/ ~ 1 futi -f tni*rr 

af -*M~ lf*«* + 


(*i, 0, 1) 9 


tn% 4 e 3 4- a j 0 , 4- 4- . 0 , 

i 12) wo + Ci4*C| 0, 4* ^ 4” €| 0, 

m :i t t* x 4* Cj 0, g, 4* G 4“ ■ 0. 


(mod. 2). 
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ti m 


T«» 

j.ll fhi *«' 

f mu 


r,»! r»- 

"i" 


o iu . 

; ’1 . ■ • 

|« 

in Hjwir 

c, th:*t »s Im 

>w\ , 

fh. ! 


* •! 

>1., 

'i i:/ : * 

■- A, li.r. 


u; any. 

•frit! Yulii." 

», luiliu \\ 








.V, 

■■■• t 

A 

♦ .V 

t 

A , 

. \ : 




.V, 

f 

A'. 

f -V. 

# 

V, 

. .V A 

;.a x ,; 

u H 

(ta> 






* A 


i. 

U.V.' 

.V, 

’ . t 

♦V, 

! A', 

f 

V. 

A A 


•V, 

' t 

At 

* -V, 

f 

,v 

i Y 




Fruin lliH *«■ tmiiu <hn« 3 4 

Thi* 10 ftninU 'I? »•*'*. 1 >j* ■'" * r - ■ ***'’ 

fm*wt//r* iftifr* frliii? ur ? * ** - m u 

Tttfiv V>, II 4 I *fr» *Vr| l !» Mil 1 ', lh ■ ^ 

Willi »*ur ti jiir"w ill -if r ^‘ 'i 4 ^-tv , vr,* 

iiifviitly {** 4 * n **f * h*' ■ * v * * *'* * ■ l ’ 4 4 ■ 

third f» liviSinlitiii, »l^i?i+*'4 l»,t * h* 1 1 * *"’* 4 ’ r 

with <*n»‘ vrt'tm in flu- ttiuMu- * ! -u* . -■ u 4 •* 

ttlfllilH , iifld ttr h i*« f h* iftu -m -»,’♦< 1 ?'*-»< ■! 

trlnifii'iirMii> W* mil vnn *■ y ^ ,b *’ 


Illr JKM** I*mW *«* '.h*' Hi <' 1 * .t.m '. 4 U ' n*|^i %' .. > 1 tt 

tiiniiiiliit-. 

LllgrilSI^r llMtlr«i f 4 i I * * ‘i L|m«, * h*V ' i • . : 4 < *. * r M 

« , fllllirrlit*ll lirtwri ‘11 Sjlh* I*'Mkl t I !*.•/ 4 *• 4 ?i^ * *, 1 4 ?. I I t‘,yK' t’ .* M -In 
III fM{W*t«ifiring lilni *h» *>} * -i' m m i rum, 4i" 

lllllkr ttwr III lll‘ f ||Hll4 # 4*44 Hit f»*4n- ** 4 I*) II ? , 1 *t* l 11 1 / *,f„ 

thfuftm in tjutafnm rnn hr< r^nhh ihrd * 1 *. I U \ . ' 

We <h*n«»t»* t*V #§m m m < w ¥ -4 * t 1 kt* * • > » 

of whirli nr** iintpfif'inli'iii* uti*} f li» 4 4 '*>m ii ^ ;.f- 

* **V 1 *1% ' " 11 # 

tnrltirr wimliiiiiiir liy ii m W"i. «> « *4 tlnrr ih* 

<if which m ulmi : 

ti s iim ff 5 , - ti 

Then wit tllivi* in nit Jmtr $$nt**|*rfi«i«’!i! 

in* ; m m : , w, ; w, f w» r 
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Now it in tu substitute: 

ii, <rM h 'Tj,u,(r h u< 

i't’1 , 


114 ) 


L 


where 


and 


- <TkU>^H»(T.U x 

<f» t*2tt.» + «r M f~»J . «xo;(3«0. 

\'i; t'x ff ( in.) <r *- (“*(„) “ °V (*^ k *) 

C«, C ’i. , - <'* 

\V„ «'», “« ” ,f < 

„ </« y <V« 

»x»- 


i . 

\ f* — < f A rr i ( ^ C ’* 

M era** 


Th«- reetproml quantities x, have the name values, the lettew/* 
and i* Wing mtrivlutngrd. 

TIp* vnUtt’H uf tin* qniuititii’H nm <f*» «in iuma K , nm a K arc 

ihr-nr -' 


<t:»i 


if VluA , / ' 

4,1,14 if * <20 ‘ HlU ^ ~* *1(20 ’ 

if { 2 m* ) . / “**“ <r (2 m*) 


tit this manner t» each set «f givt-u values of «: u, corresponds 
it eertnin triangle, anti view versa, tu each triangle, given y 0 
quantities X, eurreHiHuala a set of values uf the ratiosi » : 

„r mure pm-iwly, an infinity «f values of »: «, connected by 
linear substitutions: 


(ML 

where 

<n» 

that is to wiy 
t tt > 


U»I 

> 


»## + 2ft<*V + 

u& ¥ T 4* 28# *» 

ti/ vr| ± H * + 2w« (* 138 ** 

(« + &)* ^ fi + vizO 


(mod. 2), 


(mod. 4). 


t0 ty a 4 o , 0 

Thin IH the theorem of Lagrange, which has however not 
Wen given heretofore in thin »ymmetnn and comprehensive fort . 
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III HjWItV, fllllf ir ?■■* 1 ft ni\, ill*’ 
lf» (llflii-t’lll initirh 


*■.1 I 

* 1 i 


1 , ■ !iH 

•V. f A\ 
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# 

1, • 
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,1.1, •' ••' 

! A 

, # 

A * * 

r 

A ■ A A , A , ^ 




A 

.V. . t ,v, 

* .V 

t 

,v* 

r A A ,. A . ' ’ 

-v; * .v, 

t -V 

: t 

X * 

.V. 


Fliifii t}l|i H v 4* du*‘ HHUr > 

‘i.r ' ‘ 

1 4 ' ^ 


,».•., . ,4! 

Thv 111 jrna!,f */ ’f'-v, ' 

1 1/1 , /■ 

I n i 

v /: 

! -J 

f , ••■ 1 ) 

triitUiflf h r^i. f t4n V w 


f : / 



■: ’ /»' ■’ .-W" 

Tllrl'r I' ! , II;* •*' mUI, ii 


• !’ r 

!k,»hlv ^ 


*, , 1 1 < , < f > 

willi uur i»fit* ' 

! <> 

r if 



r . ■ ^ ! u. 

Illfintill .j»Mkm Hi ! h ' if < * 

* .’ 4 » 

4 ^ u iH 

i 


1 " *» | ; i 

third trfj;thr4Mu, »t* ftn*’* 1 

K > * 

!u f 



, « * \, If, 

Wtlll Mill \rfh % I«4 *h Hu k 

in • 

! *1" 


> 

1 , , , 4 4 - . ^ 

itifiiiif \. iii*4 w* Ini* *i 


* * * 

♦i * 

\h\. 

i - ;* 


trfi fili**i It * »ir’ \S * k i <<* ji, ? • j* 


t#H llir J*4.vt ll“*% *»« ^ h* 1 III *•{* \n\> ' * %. f 41 *| <. 4 V . «■! ' U 

torttiultt**, 

l#?lf|t Iinll^rti, 41 V*U k$| 1, v h\' * f « ' < " :* < ^ 1 ' 4 41 

r«i||ll#*rll«»fl tirfWrrfi Sj*h» Is il I ! ir i* it 1 * , ** i t * ■ t a |rt- 

lit rt { jrt***lu*nu# uttd *'Mfuj4H ? h« '* K*- ■ t* *n 4 I * 0 ,**. * * 

milk** ttw *«f th»- n*fiiii^4> r,\ b% \\ , 4 i .i-i /’ a , r*, fW 

thfurtun m i|?irjf»^ii run /r rtf f h f n • , J 

\\V f|r?l4«lr }i| #ih . «■»*„, *+># Jl r ‘ rf * "•* ‘’'fa* 1 ' ”?,■* *m 
of which ur* in«trji* tiling ,m4 *h» itilii - I <% L. I* i : * t ' 

W,» » *#v * ■ 11 , 

further Wt* tfatiuU' hy u,, w*. », :l » :| -«1 ihrr« ih< *mii 4 

of which » <U*o ateru f 

it, # ii, 4 * ii t ~ ii 

i hell Wi* IlllVr III fill/rat r |||l|r Jn^liilsriil Ii*»|ii 4 ftf tt|r i 


t*h M m 4i t H $ . i#. f «* 
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1 Ui 


l. 


t^A tofiCrittcryK" 

« * l 2 W.} 4 «* ( 2 h„ ) A“- <Jx o- (2)(.) 

V L. * *. * (2m,) <Tk (-«*) - o*^ (2«„ 



1 IY* " 

A. 

-‘•a 


\Vv - t\ 

K* h * * 

- c.«. 

wbtTr 

K« 

<r*U 

?r ’= 



QU % 


\Y 

j# ■*" - 

«r t ,W l 


<t a tt 

<r*«' 
efc<\ 

Tlir r^njifitnii ijnmifiiirH X* Irnvt* the mmo valuer, the lectern ya 
iilitt P JIifriTililllgeiL 

Tlir vsilu*^ u( th*« ijiianfiiieH een a*, mi a<, eon a K , nm a* arc 

i hi^*- 


f *2 li 

,•.>»«!, * * ,,, , . win/. 


11 • > i 


«M2«.V 


1 A” /’A 


n.{2»/,l 

A t ’in. ) ' 


*•»»*■a. ,/ .. h»i» a. * Ve v ™ <<a . 


or (2//.) 
«-a(2«a) ’ 

r o^'O 

^a (2«*) ‘ 


fn fht* manner f*» each set, of given values uf a>: n corresponds 
a cerium triangle, and wire versa, to each triangle, given by the 
■ piaultftes /., X. rurr«'s}«ttiils a Met. uf values uf the ratios o»iu, 
«r mure precisely, ait inlitiity of values of «: u, connected by 
linear wilmfttuliuiiM: 


where 

11" I 

i hat ot i*» wry 
11 ?» 


a»„ I 2 i 2 0a> ¥ , 
m, ** 4 2y« M 4 28i<>,, 

:i i «< + 2sr, (* "1, 2, 3), 

(dt 4 op ~fdy, fd 4- 7 « 0 


(mod. 2), 

2/2 ty a i o ; 0 (mod. 4). 

This is the theorem of Lagrange, which haa however not 
been given heretofore in thin symmetric, and comproherwivo form. 
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K HTI !»\. 


Now, 1>\ memo* of um ihr»*n, if nu\ !♦» *'muuo 4 another 
theorem* orthogonal ^ithniitmi#m-* hmm: mirMtlnrvtl uhtmil of 

Kpherienl triantfte.s. Thi* !lir*‘ivtu, whu-h o> 1 flunk, ontiivly new, 
may he expressed its follows 
The quantities 

it\ ri«ii a, ##, f 

ii riii^ ' ih 4 2 s ui ' o ri’ni' 

<r k t#‘p, 1 s i 

<y (2 m,) ' ‘ if 12«, I 

<M-M *M*iM it 4 life,! 

tt |2tM ‘ « ' tr iSo, i 

%U thn order, are nine t*f' the ten e^ef)iem4s *♦/ on urthknpmal 

mihditntitm , 

u sl » e 3 ,, 



ieil/f the nphenent Immejlr ?re 4<irr o/ Flir feiilli 

Coefficient turn the jhttwtamj mine 

o m ■ f/| 2 « m 2«,. 2?M» 

where Q(n t r % w) t . pmmdml » 4 v t «» -o, dwn*t*'.s 

1 ir # r ff^ije *t ¥ n tf r t* . 

- e # if ?i #tr if in t#« #fr nil* 

<fu /ov* <r*iii #*** 

cr^ii \#f f M* ##"?« «r« ,1 

rr y |0I + Jffff | ||ll* 

- « f?l .. f|f fio 

1 |/n — |iV | |iV •■«’ |/» 1 fin - jiV 

2 |lff — |#ie 2 1 * 11 * — fm t ft ii ■■ |ff* 

known from the mldiiimfdhmtmm of the |m, 

Now hmmtigatt* the Kiiteriiin |»umt!ieter» of »tir orthogonal 

substitution* They iiImci have niitijilr viilti***, vu , 

oXf ® *« ty I if ii | 4 ii| , #n. 3 if 4 «i* ^iij<r A n 8J 



(20) pX ' * 

pX 3 • 


® n % $ f k n % . 1^11,^11, , or # 

. u* »**#„«,* 


pjf g - 


^flg^yfig , 
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where p is a factor of proportionality, common to all of them. 

When in these formulae (20) we make the quantities u l} u.>, u :l 
vary in such a manner, that 

h { r u, 4- t( :l = 0, 

while keeping the values of < t ) Kt <o v iixed, we. obtain the points 
of a certain surface in space. This surface is of the 4th order and 
the 12th class, and it has 12 eonieal points in the vertices of our 
denude tetrahedrons AV--0, 1V=0, Z; ~ (); it is nothing else than 
the denude, surface, a surface which belongs to the sarnie pencil with 
the three tetralunlmns, and which is the reciprocal of the surface of 
cm t res of a n et tipst dd. 

Therefore we have a dost* connection between Spherical 
Trigonometry and the theory of this desmic surface. 

The theorem contained in tin* formulae (18) and (19) is 
a special ease of a much more* general theorem. 

t \msider three sets of four homogeneous quantities, connected 
with otic another by linear equations 
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— 7 — 8, 

2a" - • 

-a+ 0 +y 

+ s, 

(21) 


2 ff 
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-a—ft+y 
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~ a — 0 — y 

+ 8, 
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form 

these 

product? 

< of fit nut 
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4 * I ' 

4 ” 11 vwv)\ 




(1 4 

ii 



{IIam^ 4 - 


(Havv 4* 

Id Ai'va)] 

(22) 

(lU*A*d“ 

1 !****)» 


( 1 I w aa 4* 

1 1 kkvv)% 

(II^v 4- 

11 


(H*a*a4 

Ha^)« 


( I l/***'* 4“ 

I 1 Vl*f4,v)l 

(Haa^ 4* 

1 l/*ftAx)i 


are always the cmifficmds of an orthogonal substitution . They 
do not change their mines, when the quantities a ... 8' or a"... 8" 
are substituted for the quantities a ... 8. 

The latter jmrt of this theorem, which is one of 256 similar 
theorems, can be derived algebraically from the famous addition- 
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i.. -n i*\. 


lint 4 I** *1 iirohi, ***i»-*i ui ?h» l**eiur«*‘, |»n 1*1 1 
after Jacob*'* death b\ !»♦** eh.u «i* 

There i* fniiiti} iiin4-ti»'r mm*? h.ibt* end r,*pir «»f linn ^rtirrnl 
theorem; 

Thf r mi urn t»f the titles 4 ml **/ *i %pker%i-.id from*// e mu ?/ 

fa§ titprmwd in tenm **/ effijiftr fnmi% >n.% uI-m* hy means «/ the 
fullmmup Jwmutnr ‘ 



ir |t j ! 

irNf^r 


it I I s f II* I tf ^ I#* 

rnwiij 
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♦ trlfir* 


tf^ir * «»!»*«» 


«rir t 



*f I f ' 1 f#’l #l # ft* 

e»i4ii.g ■■ 

** | e 

l tritir* 

* a, — 

t fi'Jtftf* 


triv f ii*i *i. i* 


tf 1 r | i# 5 i tf ¥ ii* 

CoHff, ^ 

./ **» 


*'»rt « 
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«n f ** 

1 If* | rtf I s 


tfji 1 J.rtufte 


The theorem* jii^f rx}4iiiii*"4 .u< mrirli ii |*iiri hi ih»* theory 
which 1 hiivr developed Hut I Ir-jir I Imir 4imii4 «*vm by 

the example* given that H]»h«-rn'«d Tngon«*un !i\ ih not h« well 
known m one might tmvr Hiipjtmrd, nt<fiHni«*iitig ilit^ ^iiiiill pr«gr«\Hs 
mailt* in thin part nf rl%*tnraimy t#*-Mun tty m tm-itf \ * nr^ 





ON ORTHOGONAL SUBSTITUTION. 

»v 

HKNKY TANK It of WORCESTER, MASS. 

( Abstract) 

§ 1. In 184G in ('relics Journal, Cayley gave the general 
solution of the problem to express the coefficients of a proper 
orthogonal substitution of n variables as rational functions of the 
minimum number of parameters. Subsequently in VoL 50 of 
(frrtlJn Journal, Cayley expressed this representation in the 
14 notation of matrices.” 

In accordance with this notation two linear substitutions are 
regarded as susceptible of addition and subtraction. If (<j b) rit 
denotes the coefficient of the linear substitution <f> in the rth row 
ami xth column of its matrix, or square array of its coefficients, the 
mim or difference of two linear substitutions </> and ^ is defined as 
follows I 

± ^)r» 331 0>)r* 4* (i^)m t>’» # 1,2,... n). 

Multiplication is of course taken as equivalent to the composition 
of linear substitutions* and is consequently associative and dis¬ 
tributive. The linear substitution which is the reciprocal of <j> 
(inch that the product by or into $ gives the identical substitution) 
is denoted by $ l . The linear substitution transverse or conjugate 

to ^ will be denoted by We have = (^)«.(r, s -a 1,2,../a). 

In this notation Cayley 1 h representation of the general proper 
orthogonal substitution of n variables is 

(8-TK8 + T T\ 
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ON ORTHOGONAL SUBSTITUTION. 

BY 

HKNHY TABKK or WOUOKHTKU, MASH. 

(Almtnwt,) 

§ 1, In IH4I1 in f 'rrllvs Jon nut!, Gay ley gave the general 
wilufitifi uf I lit - problem fi> expivas tin* eoetlieients of a proper 
orthogonal mdmtitniiou uf n variables m rational functions of the 
minimum number of parameters, Subsequently in Vol. 50 of 
t'rvtUu f Jmtmd, ('ay ley expressed thin representation in the 
" notation of matrices/* 

In itmtrdauee with thin notation tvvo linear substitutions are 
regarded m susceptible of addition and subtraction. If (<f>) rg 

denotes the eiiotlitdoiit of the linear substitution <j> in the rth row 

and nth column of it h mntrit, or stputre army of its coefficients, the 
Hum or difference of two linear substitutions <f> and yjr in defined an 

follows ; 

I# 1 f ) r # ‘ {$)?* + (^)n (r, ® - L 2, ... n). 

Miitfiplirntioii in of course taken m equivalent to the composition 
of linear HiiliBfitiitioiiH* and is consequently associative and dis¬ 
tributive, The linear substitution whieh in the reciprocal of <f> 
fstteli that the product by or into $ gives the identical HubHtitution) 
m denoted by $ *. The linear substitution transverse or conjugate 

%r* V 

f«i $ will be* di'imtwl by W<* have {<f>), r (r, x 1,2 

In thtH notation ( ’ayloy’n ivprm>ntation of the general proper 
orthogonal Hubatitution of n variablea in 


<8 - TH8 t T)’ 1 



lli'.NUV TUU'.ii 


.m 

in vvhifli <> lii’iiiifi'H tin iii> nii>’;il '•iiih'i!»*ijiinn .iint T an .irhitmiry 
nkt'W HyuDtH'trii - luifnr t>'ii, ?h t ! t < 

( t> , I, < i,, 0 >' | «> 

(Ti,, * i T t, u, 

for »\h~ l, “2,... a, 

If - t m tint ti root of fin* eharaef ^n^trr *'ipiaimu »*| *|j, nauiotj 

•* tn h # i”*• 

Ililiy idwuy* be gtVefl thi» |r|»!VMrhlatn»n 

From ilit* nil*>w t*% f**r 4* in !<*ine* of T» ae obtain 
i(\ i «fitte < Ti 2i- 
Therefore tit* f f«f#y * t«H, * Ti s » 

ConHeijnently* if t ti it i*#«*f *»f tIn* rharaeieitwtio n<n *»t 

thin orthogonal Miilmf it lit i« #u mniwit b»* g$w*n tie* .itwo*- mprioriitfi 

lion in tt*rnsM of the parameter** |Ti„ Wvmihemv*. ,%a 4n»a n by 
Pmbennw in (VefleX Jrmrmii for i.sas, w** nan .ij*}**-»up nmr an 
we phwe to any otto of fho vUwn »*! **ithogomd mtr4?fnfion*, tor 
which K> H 

by inereaidng without limit one »*? nmi*- of tip- puuum-l »*rs 
mibjeet lo the condition Unit 

tll f# hTi h + **• 

Wo may avoid the limit tug cam* and jot uhlan* a rational 
ftipreHcntation of any proper orthogonal it itt i»%s* fa doubling 
the number of pummeleri*, Thu* Kroneeket ha* »h«ntn * llrrlmor 

8itmm)dmr H IHUO) thiit every proj♦»♦*■ orthogonal %i§ly trillion in 

given by the eomjmmtiou nr product *»f two of t *nyl*w ’*> form*. 
In thin piifier I dhow that we tuny aJ*o t%uml tie* limiting r.ne by 
taking the pcwitive or negative wpintv for *«eeond pm*e* t of the 
subatitutimw given by (XiyleyX representation, and f Huh obtain a 
rational representation in tlu* minimum innubri *»f jMionniem of 
all proper orthogomd substitution* of n tunable**, tm my udue of 
n if the Kulwtitutiou* are real* and for n *A t T T m tf if the 
subntitutionH are itnaginmy, Hitt in t\m rejm'^eittafiMU t he pane 
mefcern cannot be mcprewed a^ mii«*tnd fitnetion** <*f Uio ro^liemtilH 

* what follows tli#* ilififiimiitant ##f m li»«*iii nuunnitioti $ «»ll u th'tmiM li> 

|(4»U 

t Wihav«!{#y®j(^ w |K|f#| w ?» 
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of tin* orthogonal substitution, whereas in Cayley’s representation 
they ran he ho expressed. 

The method of proof is as follows. Let be a proper 
orthogonal substitution of n variables the roots of whose charac¬ 
terisin' equation art' p 1 of multiplicity ?/* 0 , — 1 of multiplicity m e *, 
and </», ffr 1 umltiplieity m r (r = 1, 2, .../a). Corresponding 
respectively to the distinct roots of the characteristic equation of 
<£ are certain polynomials in t and <f> which may be denoted by 
d» r , <l> r , <!>/, (r = 1, 2,... jjb). 

If 


^ [< i|i - & ) Ma — (fh S — 8 ) w, “ ] m * [C<£ ~ 8 ) m ° ~ ((h J 3 — g)™o] m « 

(4 '" " ’('/«.I //» *- l)" v '" 

u<f> » nr. (<,,s + sy*{(<#>-+-s) w <-(< at' s + S'r<] m * 

/ * | ji» * y —--'- 

'• (;/„ i 1 1 - L ) m ' m - 




//.Si"" ~ ( </,8 - //r8[(,$ — // r 8) W ' - (,9s 1 8 - S'r s )^]” w 


‘-/A)” 

l( 0 - s r -a-* - S) W “T‘ / w 

thmi <!>„_ | “ 0 0 ’ 

|<4> I S,--■ IS+sr-]- 

(- 1 


and lor r 1,2,... /x, 

, l(<f>-<7,8V-- (- 8 -ffrS) w "] m « 

3 (.1 1 )»'. ( I (_ 1 )>«<(>»,+» (1 

„ ~ff (1) c; (« ... 1 )G t r (r+1) ... <?,», 

while <|», in nlitoiiH'd from «I> r by substituting throughout in the 
latter >fr 1 6*r 'I’ht* binary products of different polynomials is 
zero, ami wo have 

<!»,* » <!>„, ($-8)-<I> g = 0, 

<!>/ ,, cl» t , (<£ + S) m '<l\=0, 

<1V - <Iv. (<£ - < 7 r) m ' < i> r = 0, 

4V =<!»,', 

(f » Moreover, 

<[>„ ssr <|>„, ~ ( l>,, = (r = l, 2, ... fi), 

and 8 =•= <1>„ + <l>, + 4>i + <*>>' + ... + 4> M + 4>/-_ 


# Hineo <p in proper m 0 in oven. 
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die algebraische Auflosung der Gleichungen in den Monats- 
berichten der Berliner Akademie vom 20ten Juni 1853, wo er 
die Aufgabe behandelt, den allgemeinsten Ausdruck fiir die 
Wurzeln einer algebraisch losbaren Gleichung von Primzahlgrad 
aufzustellen, und zwar in einer Form, die nichts anderes aln 
solche Wurzeln enthalt. 

Neue Hilfsmittel zur Untersuchung algebraischer Gleich¬ 
ungen hat Galois geschaffen durch die Aufstellung des Begriffi* 
der Permutationsgruppe einer Gleichung, aus der man, wenn 
sie bekannt ist, die wesentlichen Eigenschaften der Gleichung 
ablesen kann. So hat Galois gezeigt, wie die Permutationsgruppe 
einer Gleichung beschaffen sein muss, wenn die Gleichung 
algebraisch losbar sein soli, woraus sich jedenfalls soviel ergiebk 
dass eine Gleichung nicht algebraisch losbar ist, wenn ihre 
Permutationsgruppe aus alien II (n) Permutationen der n Wurzeln 
besteht, oder, wie man sich auch ausdriickt, wenn ihre Gruppe 
die symmetrische Gruppe ist. 

Wenn die Galois’sche Gruppe einer Gleichung nicht dir 
symmetrische Gruppe ist, so sagt man auch, nach Kronecker, dans* 
die Gleichung einen Affect hat; und es ist also sicher, dass dir 
algebraisch auflosbaren Gleichungen, sobald sie den vierten Grad 
iibersteigen, einen Affect haben. 

Die Frage, die ich oben aufgeworfen habe, ob es algebraisch 
unlosbare Gleichungen mit rationalen Coefficienten giebt, ist aln«* 
in der allgemeineren enthalten, ob es algebraische Gleichungeni 
mit rationalen Coefficienten giebt, die keinen Affect haben. 

Man kann die vollstandige Losung einer Gleichung nteu 
Grades abhangig machen von der Aufgabe, eine Wurzel der 
Galois’schen Resolvente zu finden, durch die sich sammtliche 
Wurzeln der gegebenen Gleichung und auch die ubrigen Wurzel it 
der Galois’schen Resolvente rational ausdrilcken lassen. Hat 
die gegebene Gleichung wten Grades keinen Affect, so ist dir 
Galois’sche Resolvente vom Grade II (n), und dieser Fall tritf 
ein, wenn die Coefficienten der Gleichung unabhangige Variable 
sind. Die Galois’sche Resolvente hat dann die Form 

G (t, «!, a 2) ... a n )= 0, 

wenn G eine rationale Function der Variablen t } a 1} a . 2 ,... a n ist. 

Setzt man aber fur die Coefficienten irgend besondere Wert hr 
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'' b ' •* 1 Ih-ndmug 11 < «tton Grades in rationale Factoren 
4** ; mm 1 1. 1 r*«r*'■■* Zfilliltnt inf du* Kennzeirhen fUr das 

h * ■ 1 ' * ' ’ ;m-*» rn, Hit- (luluis’scht* Resolvonto ist daim 

-i F,i»iMi dii'^rr < iletelumg 11 («)ten Grades. Unsure 
1 •*. * ; d .d -* d.u» 111 { rumu’k gefilhrt : Kami man ftir die 

* m - * ■ - «bh* i.iiiMiiiilr Wortlio seizen, dass nine gogobene 

" •. bo, i i* !**n dr Kunelinh ft {t % </,, a ^ % ... a n ) dor Variable!* 

1 , eo4i n4*'h d«*r Substitution dieser rationale!! 
W f m *n» \ 4ii,ibi*ii u iiit’hl in Faetoren zerfallt, die 

>, j- ? ond \**n r.itioimliii Xuhlen abhiingen ( 

!i I V u , ru in brj:dn‘iabin Kinne allgemein beantwortet 
n i mud mo lUabii Sat/., don Hilbert in einer Abhand- 
, . t fn-« , lu*,fi »!*■ * JmtriiaG ftir Muthomatik bewioson hat, 

• - « s b midmv Anwendungen gestaltet, und dor 

‘ «' ,, • ,4*. .oi Git U lit. 4, 

/ •; r’ :j>* u ,■ stilt!itjen tjunzen rationales Function 

. ; U e lf , f . n IVi owirrln hr a in tin man far einen hdiebhjcn, Tkeil 
4 ■ I , - ’> * t (■ hr mtitmale Zithlvn ,wizen, da as die 

| . *. • . ,,i *, snhdiitui'um irredneibel bleiht" 

ii, ,, , ,i>« t -! ,|lg, uaiiton Sutton ist aber stdiwierig und 
, . til m ih i | IdHtiii 1*4, hii dans danehen vielleieht noch 

t . i »■ in :t!;;«duai^dior Bo wins t Ur dio Kxistenz 

^ a;, r *. ' lio 1 * Imu:;*-u olmo AilWl oinigt*H InUn-osHo. bietot, 

hV . j, , 3 h *i m allgotuoin und namontlioh bin joUt nur 

* / it t»>ii Biun/atilgiwI iinwoniibar ist. 

lh L.iIh d. n tiitiipl^^daiiliou diosos Bowuisos selum vor 
/'I, ^ }U ,jtM V i»t b-Hiing anf Ubnobungon aten Grades 
. nnu ^uil dm tuor u*rnltgomoiuort mittheilou. 

*|',i urmij ..mi ^%ri !.* itiinou, dio ieh zunaebst abbute. 

h t /A tmaitllirh t'iele irreducible (Jleiclumgmt 


< ■ , r ; ,,4 5 1 i <V*" 1 b * r * ^ {} 

% 4 hU'v<r^> mar nice, und 2 war na % dtm die tfoef- 
n M-w hiiehbf tjfegebenen reel ten XaJUemyetem 


i f ^ ti - .> •, ‘ h i' 4 

.|Sill/.«•>» itfuuty.i 1 i.-h «*in«»n (Imjankoii, den 

j. ^ , V! j (, i:. «.: • tl< r Im-dufilnlilat. der Krewtihuilungs- 

* ■ - u. s*ai.*S' !i > ! 

*2(i—2 


404 


HEINRICH WEBER. 


1st peine beliebige Primzahl, « 0 , a.,,....a,, gauze Zahlen, 

von denen a 0 nicht durch p theilbar ist, wahrend a,, . a n 

durch p theilbar sind, aber «„ nicht durch p", so ist, 

(2) f(oo) = ch-v n + a a a: n ~* + ... + a n 

irreducibel, d. h. nicht in Factoren von niedrigerem Grade mit, 
rationalen Coefficientcn zerlcgbar. 

1st eine ganzc rationale Function mit ganzzahligen Cuef- 
ficienten, me f(x), in Factoren mit rationalen Zaldeneoetficienten 
zerlegbar, so ist sic nach einem bekannten Natze von Gauss 
(Disq. arithmeticae art. 42) auch in Factoren mit ganzzahligen 
Coefficienten zerlcgbar. Wcnn also 

f(x) = (a,,*'* + + ... + a M ) 1 4- ... 4- /3„) 

ist, worin die a uud fi gauze Zahlen sind, die den Gleichnngen 
geniigen 

o„_, = <V.1& + I, 

“ OC/Jt—a/^i/d" O-ii.-iffip —i 4" y, 

( 3 ) . 

= +a 1 /9 k+1 + ... 


ao = «»y 3o, 

so muss nach unsercr Voraussetzung einer der bidden Factoren 
a M , durch p theilbar sein, der audoro nicht, (weil sonst, a n durch 
p- theilbar ware). Sei also % durch p theilbar, nicht durch 
p theilbar. Dann folgt aus der zwciten Glcichung (.’I), dass a M ,, 
aus der dritten, dass a M _ 2 u. s. f., aus der j/ten Gleichung (d), dass a u 
durch p theilbar sein muss. Dies aber ist gegcn unsure Annahme, 
dass Oo = a»/8o durch p nicht theilbar sein solltc ; aim id f(x) miter 
den gemackten Voraussetzungen nnzerlegbar. 

Setzt man nun 


so entsteht aus (1) eine irreducible Function, und in don a bleibt 
noch Willkiirlichkeit genug, urn diese rationalen BrUcho jedem 
beliebigen Zahlensystem beliebig anzunahern. 

2tes Lemma. Wenn in einer Permutations- Gruppe van n 
Zrffem, G, irgend eine einfache Transposition vorkommt, so ist die 
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h'uppe entioeder die symmetrische Gruppe, oder sie ist imprimitiv, 
der endlich sie ist intmnsitiv *. 

Nehmen wir an, es konnne in der Gruppe G die Transposition 
l, 2) vor, und aussordern mdgen noch die Transpositionen 

to 0,3), (1, 4), ... , (1, v), 

AXTiw enthalten stun, sonsfc aber keine Transposition mit der 
liffer l. Wegen der Zusammensetzung 

(1,2) (1,3) (1, 2) ==(2, 3) 

mthiilt die Gruppe G alle Transpositionen von zwei Ziffern 
ms der Reihe 

6) 1, 2, 3.. 

md damit die gauze Gruppe G l} die aus den II (v) Permutationen 
lieser Ziffern besteht. Dagegen kommt in G keine Trans¬ 
position vor, die cine der Ziffern (5) mit einer nicht in (5) 
jnthaltenen Ziffer vcrtauscht. Denn ware etwa noch (2, v + 1) in 
0 enthalten, so ware auch 

(l, 2) (2, v 4* I) (1, 2) = (1, v + 1), 
darin enthalteri, gegen die Voraussetzung. 

Wenn nun die Gruppe G transitiv ist, so kommt darin, wenn 
v < n ist, cine Permutation 7 r x vor, durch die 1 in v + 1 iibergefuhrt 
wird, und die gleichfalls in G cnthaltene transformirte Gruppe 

(6) TT^' 1 GiTTi = G«, 

besteht auch aus alien Permutationen von v Ziffern, von denen 
koine in ( 0 ) enthalten sein kann. Diese Ziffern wollen wir mit 

(7) v ~f 1, v + 2, 2v 

bezeichnen. 1st damit die Gesammtheit der n Ziffern noch 
nicht ersehdpft, so konnen wir eine Permutation 7 r a in G finden, 
durch die 1 in 2v + 1 ubergcht, und 

( 8 ) G\7T^ = G$ 

ist winder eine in G enthaltene Gruppe, die aus den Permutationen 
der Ziffern 

(9) 2iH- 1, + 2, ...,3r 

besteht; und so fahren wir fort, bis alle Ziffern ersehdpft sind. 


* Dinner Satz ftndet nieh aln apocieUor Fall einon allgemoineren in der “ Substi- 
tutkmen-Theorie ” von Ketto § 74, Leipzig 1882. 
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1st p cine beliebige Primzahl, a nt a Xt <t 2 .(/„ gauze Znhlen, 

von denen a {) nioht durch p theilbar ist, withrend a t , m,, a l{ 
durch p theilbar Hind, aber a n nieht dumb p\ so inf 

(2) /(#*) = a ir r n 4* <t r r n 1 «f ... + tt a ,.r | a n 
irreducibel, d. h. nieht in Fartoron von niedrigorem Grade mit 
rationalen Ooefficienten zerlegbar. 

1st cine gauze rationale Function mit ganzzahligen Gubf- 
iicienten, wie /(&), in Faetoren mit rationalon Znhleneobflieienten 
zerlegbar, so ist sie naeh ciuem bekaunfen Sat ze v<m (burns 
(Disq. arithmetieae art. 42) aueh in Facto re n mit ganzzahligen 
Ooeffieienten zerlegbar. Wenn nls« > 

f(x) = {a^ + cL v t* 1 + ... + a„) {foa* 4 - 1 q- .,, 4 

ist, worm die a und j£ gauze Zidilen sind, die den C Ueichungen 
gentigen 

(to, -*» OCftffiy > 

^ cx M 4* j* 

4- * ■+ , ?1 

(3) .—.-•••■• 

(t& —* cL^jS# 4' ct\fd v f i 4 * * • 


«* = a« A» 

bo muss naeh nusurer VorauHsetzung einer der bidden Faetoren 
<V, fi v durch p theilbar sein, der andere nieht (well Mount. <i n durch 
p * theilbar ware), Sei also durch p theilbar, fi ¥ nieht durch 
p theilbar. Dann folgt aus der zweiten Uleiehung (»), daw ,, 
aus der dritten, doss u. h. f n aus der eten Uleiehung (R), daws a w 
durch p theilbar sein musa Dies aber ist gegen unsere Aimahtne, 
dass a 0 « a o 0 o durch p nieht theilbar sein Hollte ; ttko ist f (s') unter 
den gmnachten Vommmtztmjmi nnzerlegbar. 

Setzt man mm 


bo entsteht aus (1) cine irreducible Function, und in den a hleibt 
noch Willktirlichkoit gemig, um diese rationale!! Brtiehe jedein 
beliebigen Zahlcnsystcm beliebig anzunahern. 

2^ Lemma. Wean in einer Permntaturns* Grnppe pun n 
Ziffem, (?, irgend ei/ne einfaohe Transposition vorkomnU, so ist die 
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rruppe entmder die ,s ujmmetnsehe Gruppe, oder sie ist imprimitiv, 
der endlich sie ist in-tnuisitiv *. 

Nehmen wir an, es komme in der Gruppe G die Transposition 
l, 2) vor, uud aussordern mbgen noch die Transpositionen 

4) 0,3), (1 ? 4),... , (I, v), 

larin enthalten sein, sonst aber keine Transposition mit der 

differ I. Wegen der Zusammensctzung 

(1.2) (1.3) (1.2) = (2, 3) 

3 nthiilt die Gruppe G alle Transpositionen von zwei ZifFern 
ixw der Ileihe 

;r>) i, 2 , 

unddamit die gauze Gruppe G l3 die aus den II (v) Permutationen 
dieser ZifFern besfcehfc. Dagegen kommt in G keine Trans¬ 
position vor, die cine dor ZifFern (5) mit einer nicht in (5) 
enthaltenen ZifFer vertauscht. Bonn ware etwa noch (2, v -f 1) in 
G enthalten, so wart', auch 

(1,2) (2, i/ 4* 1) (1, 2) = (1, v + 1), 
darin enthalten, gegen die Voraussetzung. 

Wenn mm die Gruppe G transitiv ist, so kommt darin, wenn 
v <n ist, cine Permutation 7r t vor, durch die 1 in v+ I ubergeflihrt 
wird, und die gleichfalls in (r enthaltene transformirte Gruppe 

( 6 ) irr'Oivrx^O*, 

besteht uueh aus alien Permutationen von v ZifFern, von denen 
keine in (f>) enthalten sein kann. Biese ZifFern wollen wir mit 

(7) v + 1, */ + 2,2?/ 

bezeichuen. 1st damit die Gesammtheit der n ZifFern noch 
nicht erschbpft, so kbnnen wir cine Permutation tt. 2 in G finden, 
durch die i in 2v 4* i Ubergeht, und 

(8) 7T.J ‘ 1 Gi 7r 2 = G n 

ist wieder eino in Q enthaltene Gruppe, (lie aus den Permutationen 
der ZifFern 

(9) 2p + \ 3 2v + 2,...,3v 

besteht; und so fahren wir fort, bis alle ZifFern erschbpft sind. 


# Dimer Satz fmdet nich alw apoeieller Fall ttimw allgemcinoren in der u Bubsti- 
tutiomm-Theorie ” von N'etto § 74, Leipzig 1882. 
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1st. p vltm brlirhigr Print/,aid, n 4 „ m, n *i n gun/r Zahlrn, 
von drum tt n nirht durrh /> thrilhar inf, wiihivnd o }1 m,, .... f f ;j 
durch /> thrilhar sind, ahrr u #s nirht durrh p\ su ist 
(2) fU') a u .r n i ! + ... I <t n v r I a u 

irrrdueibrh <1. h. nirht in Kartmvn \on uirdrigrivm Gradr mit 
rationalrn (orflirimtrn zrrlrgbar. 

Ist rinr ganzr rational** Punrfion mit gunx/ahligrn (\>rf- 
iirirntrn, wir/(*rh in Farform nut rutioualm Xahh-ftrurflirirnton 
/rrlrgbar, so ist sit* nurh riunu hrkanutru Sat/r von Gu uhs 
(I) istj, arithmrticar art, 42) anrh tit Fartoivu mit gaiizznhligrn 
Gorflirirntrn zrrlrgbar. Worn also 

/(a-) •- (<m* i « t ,i^ 1 I ... I 4 & j " 1 I ... \ &) 

ist, worin din % mid 0 gau/.r Zahtm stud, dir dm Glrirhungrn 
gcnilgcn 

il n | | 0 ¥ ! f *»0 ¥ !» 

U,| ; Ctp 3 $**^ C* 10 V S t i, 

<*) .— 

u ¥ < a„0 ¥ l fti/i.i : i ... 


(In - «>,/& , 

so muss narh unsrrrr VomuHsrtzuug inttm* d**r hridm Kartorrn 
<x M , 0 V tlurrh p thrilhar srim drr ttndrrr nirht fwrtl sotmt tt n tlurrh 
p* thrilhar ware). Sri also tlurrh p thrilhar* 0 ¥ nirht dureh 
p thrilhar, Dann fblgt huh tin* zwrtfrn Ulmdtung (*1), dans a M j» 
atw drr drittrn, dam <* M 9 tt, h, f,» huh drr aim (tlrichung (•*{), duns « tt 
durch p tludlhar srin muss, Dirn abrr ist grgm misrrr Aimaluur, 
dans Uti^auiiti dnrrh p nirht thrilhar stun solltr ; atm id f(s) untcr 
dsn (jmmmhtsn Vmrmmiiznmjmi munvlmjhar, 

Ketzt man mm 

„ . 

WJ *“ I ( »j •-** » *»• * ft | 

(In da (In 

m mtstrht aus (1) mm irreducible Function, mid in dm a hlribt 
noch Willktirlichkidt griitig, inn dirsr ratiomdrn flrflrhr jtidrm 
boliabigen Zahlmsystmi bidirbig iimuiniihrm. 

Men Lemma * Wmm in mtm* l*ermutatitmH»{irupp$ mm n 
Ziff mu (h irtjmid mm mnfuche Tmtmpmkimi mmkommt t mi id die 
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Gruppe entmder die ,s n/nunetrise/ie Gruppe, oder sie ist imprimitiv, 
oder endlich sie ist iutransitiv *. 

Nehmon wir an, es komtne in der Gruppe G die Transposition 
(l, 2) voi\ und ausserdern mbgcn noch die Transpositionen 

(4) (1,3), (1, 4), ... , (1, i/), 

darin enthalten sein, sonst aber keine Transposition mit der 
Ziffer 1. Wegen der Zusammensetzung 

(1,2) (1,3) (1,2) = (2,3) 

enthiilt die Gru])pe G alle Transpositionen von zwei Ziffern 
aus den* Reihe 

(5) 1, 2, 3,..., 

und damit die gauze Gruppe G u die aus den II (v) Permutationen 
dieser Ziffern besteht. Dagegen kommt in G keine Trans¬ 
position vor, die cine dor Ziffern (5) mit ciner nicht in (5) 
onfchaltonen Ziffer vertauscht. Denn ware etwa noch (2, v + 1) in 
(f enthalten, so ware aueh 

(l, 2) (2, y+I)(l,2) = (l, v + 1), 

darin enthalten, gegen die Voraussetzung. 

Wenn nun die Gruppe G transitiv ist, so kommt darin, wenn 
v < n ist, eine Permutation tt x vor, durch die 1 in i/+ 1 ubergeftihrt 
wird, und die gleiehfalls in G enthaltene transformirte Gruppe 

( 0 ) ir^O^TTy = Go, 

besteht aueh aus alien Permutationen von v Ziffern, von denen 
keine in (5) enthalten sein kann. Diese Ziffern wollen wir mit 

(7) v ■+■ 1, v 4- 2,.,., 2 v 

bezeichnen. 1st damit die Gesammtheit der n Ziffern noch 
nicht ersehbpft, so kbnnen wir eine Permutation i r 2 in G finden, 
durch die l in 2*/ + 1 Ubergeht, und 

(8) 7r a ’ 1 G\ 7r 9 = G;\ 

1st winder tune in G enthaltene Gruppe, die aus den Permutationen 
der Ziffern 

(0) 2v + l, 2if + 2, ...,3if 

besteht; und so fahren wir fort, bis alle Ziffern erschbpft sind. 


# DitjKer Huts? flnclet nioh aIh specifier Fall omen allgomoineren in der “ Substi- 
tutiomm-Theorie *’ von Ketto § 74, Leipzig 1882. 
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Alio Permutationon von O' habon also die Kigvusohuft, die 
Ziffern dor oinzolnon Reihon (•">). (.7), (!R,... tmv untcr sioh zu 
vertauschcn, odor die gosanunton Roihoii in oinandor iihorzu- 
fiihren; d. h. (i ist, imprirnitir. Da /< «*in 'l'hoilor von u soin muss, 
so kann diosor Fall nicht. vorkonunon. worm n «dno I’rimzald ist., 
und dies wollen wir jetzt voruussetzen. 

Es sei also 

(10) ./V) o 

eino Gleichung ntdm Grades mit. rationalen Zahteneoeflieienten, 
und G ihre Galois’sehe Gruppe hn Kbrper dor mtionnlen Zalden. 
Werm G nicht die Hymmetrisehe Gruppe ist, wenn also <tu* 
Gleichung f(ir) = 0 irgend einen Affect hat, so kann G naeh dem 
zweiten Lemma keine Permutation von nurzwei Ziffern enthalten. 
Wenn vvir also dent Kbrper der rat ionalen Zuhlen irgend n - *2 
von den Wurzeln von f{x) adjnngiren, so muss sich die Gruppe 
(die ausserdein nur noch in der Permutation dor bidden itbrigen 
Wurzeln bestehen kbnnfe) auf die identisehe Permutation re- 
ducieren, <1. h. die beiden letzten Wurzeln stud rational du reh 
die 71-2 tibrigen ausdrUekbnr. Wenn also // - 2 von den 
Wurzeln von f(s) reell sind, ho sind aueh die beiden let/t en reelk 
und es folgt der dritte 8atz: 

Mes Lemma. Eine irrvdnet bin ( it rich tut g ran I*rint:ahtgrud 
mit irgend evnem Affect kann nicht ztrei imuginurc and n — 2 reelle 
Wurzeln hahen *. 

Nun giebt es aber sicher Uleiehungen mit reellen i ‘oeflieienten 
von jedem beliebigen Grade a, die zwei eunjugiert imuginure and 
n — 2 l'eelle Wurzeln habon, und dinner Chamkter ward uieht 
geandert, wenn die Ooeftieienten innerhalb gewisner Grenzen 
stetig verandert warden. Folglieh giebt es naeh dem ersten 
Lemma auch irreducible Uleiehungen mit rationalen Ooeflieienten 
von dieser Beschaffenheit, also, wmm n eine Primzahl ist* rationale 
Gleichungen ohne Affect. 

Sehen wir die n Ooeffieienteu von /(a*) ids Gourd maten in 


* IHeser Batz ist eine Ver&Ugememennig emeu Batzen von Krtmuokrr, 4 hhh 
erne rationale irreducible algebraiach lbabare Uloiohung von Prim/.iihlgrad tm (wetter 
nur eine oder lauter reelle Wurzeln hat. Monatsberkhfc <lm Berliner Aktuleuiie, 
14. April 1856. 
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einem Raume von n Dimensionen an, so reprasentirt jeder Punkt 
cine gewisse Gleichung a ten Grades mil reellen Goefficienten. 
In umniUelbaror Nahe eines jeden Punktes liegen nach dem 
Lomma l, unendlieh viele Reprasentanteii von irreducibeln ratio- 
nalon Uleichungen. A us diesem Ranine wird durch Nullsetzen 
dor DLserinilnante von f (a*) eine Mannigfaltigkeit von n — 1 
Dimensionen, die “ Discriminant.en-Flache ” ausgesondert. Diese 
Fliiehe theilt den Raum in Regionen (0), (2), (4), 

deren jode eine nicht versehwiudende Ausdehnung in n Di- 
menmonen hat, in denen die Reprase ntanten der Gleichungen 
J\ur) - 0 mit 0,2, 4,.., Paaren conjugiert imaginarer Wurzeln 
liegen. 

Wenn nun n eine Primzahl ist, so sind alle irreducibeln 
Gleiehungen, deren Rcprasentanten in der Region (2) liegen, 
ohne Affect, und damit ist wenigstens bevviesen, dass es rationale 
Gleichungen von Primmhlgrad ohne Affect giebt. 


Gottunokn, 1 btmJuli 1893. 



SUR L’EQUATION DES LIGNKS GKODESIQUES. 


I* A It 

M. KIX)UAUl> WKYH a PHAurK, 


Lk cam* de leloment limkire d‘une nurtkoe 

=3 lidir + HFdu dv *t' (\hhi* 


etant mis nous la fumH' 


(L) Ed id + iFdudv + (hlv* ^ tlfr -f aUltf t 

liquation 7) » const. nqmkeiito des light** got Ktesiq ties el d est 
fare de can iignes. Kdciproquomnut, oti chuisissuht nit H\Mteiue 
de lignes gdodiWquos at lours trajeetoiroM orthogonal*** pour 
iignas eoordomkes, la earn' da lekmeut tineidre pottim dire 

mis sous la forma (l). 

On voit faeikmont qu on pant, jmur k definition dan Itgnrs 
g^oddaiqucH* partir do liquation (l), oi i! est uafurat de ho 
domandor aiors do quollo umniara on lira de (1) (aquation 

diflB&rentiolle don iignos gkKltkiqnm 

M. Darboux, dans nm H Logons stir In fheorte generate das 
surfaces et los applications gdoimkriquos do rtdeul infiiiitaniiiniir 

t. in. p. 25, r^pond k unite quostion on la mttaolmnt it In ihtWie 
dea Equations aux dtlrivdes partielles; on arrive an undue lint pur 
la consideration miivanto qui, {amt-dire, nmi jms ddpottmtr de 
tout intdrdt. 

Si 6 d&ugno uno solution do liquation mix darivaas jmrt iollos 


o 


\du) dti dr 


4 * 



Ed - F\ 
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contenant une constante a autre que celle qu’on peut toujours 
aj outer a 0, Fequation 

de 

7t- = const. 
da 

appartient aux lignes g<£od£siques qui sont les trajectoires or- 
thogonales des courbes 0 = const. (1. c. t. II. p. 424 et suiv.). Ce 
rdsultat rappel6, on voit qu’il ne s agit que d^liminer 0 a Faide 
de ces deux equations. 

Pour simplifier l’ecriture designons par 0 1? 0 2 , 0 n , 0 12 , d 2 . 2 
les d6rivees premieres et secondes de 6 prises par rapport k u 9 v , 
par G l9 G 2 ,... les d6rivees de (?,... et mettons A pour EG—F\ 
Nous aurons 

(2) GO*? — 2F0 1 d 2 + EQi = A, 
et sur les lignes g6od6siques: 

(3) _ - du + — dv = 0. 

da da 

En derivant (2) par rapport k a on a 

m - m g - m - Ed,) g=o, 

et, en vue de (3), 

(3') (Fd, - Ed,) du + (GO, - F0 2 ) dv = 0. 

Par la differentiation de cette equation on obtient 

(4) L + (FA — E,d,) du 2 + (FA — E,d, + GA - F,d,) dudv 

+ (G.A - FA) dv"- + (Fd x - Ed,) dhi + (GO, - F0,) d 3 v = 0, 

oil l’on a mis, pour abreger, 

L = (Fd u - Ed„) du 3 + (Gdn - Edv) dudv + (G6 X , - F0 W ) dv 3 . 

Ajoutons a cela les deux Equations qu’on tire de (2) en derivant 
par rapport k u, v: 

(5) 2[G0 1 d a -F(d 1 d, 1 +d,d n )+E0A 1 ] + GA ~ 2FJA + E x 0? = A 1; 

(6) Z[GdA,-F(dA+dA)+EdA] + GA - ZF,d x 0, + E,8 3 = A 2 . 

On peut, des cinq equations (2), (3'), (4), (o), (6), bliminer les 
cinq dbrivees 0 X , d,, d n , d x „ d., 2 , et cela de la manure suivante. 
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Resolvant. d'ahonl (2) vl (O’) par rappurt a 0 t . 0, uit a 
(7) 0 X ~ A’"-" f F . 0 


.,<ht ,,<h' 

h tin + * tte 


,,‘in . 

h ,ls f U ,Ls 


ou bion 

(8) Arf#f - ((/f>, - WM ok Adi* 1 Ffi x . Kit : i ik 

Mottant. dans h pmit diu dv mm udrur*. mi trmivr aismiuutti 

Lr= [0,$ n <w, - w,) + 0, S {M0,’ 1 f o.jiaFo, m\ i A -. 

Multipliant. (a) pir 0-, (*>) par 0, <-t M>iustravaut l<-s ivmnltats, 
on obtiont 


2[0J u (<!0 ,-/'VO l 0 u {F0. ) J 0,(K. i F0 S NO,)) 

+ 4(ff l 0 l *-2J’,0,#,+ A\<0) 0, i If 0,' 2FA0, t #A 3 ) 

\0, 

ct <|ui pmuft. tlr i'han>.rr <!*• L tr** tI»‘nvt"\H xiTitmlrN tit* 0 rt 
(I’rcrin* 


2 /, = [A 1 0 J ~lM, \ 0,(itA'-SFA*, * F,0‘) 

0AHA' WAOs « A*A ) >| </ *\ 

Par wla 0 uVntrt* (tans 1 oquat i*m f4f par mm donviVs 

promibren 0 U 0. t \ si (torn* mi Um y rmupliteo {inr tours valours (7), tn 
fonction 0 ho truuvorn olimiutV, 
iWivons d’ubord 

2A A » [2 ( 0F) F - ( 0G) K ~ i 0K) / /11 KM * i tFdmh 

+ (0(t)(Ktlu i Fdry ™M0Fnfr!du f Fd^iFth \ (hh) 

} {0F){Fdn + ihh)\ 


ott IV m do-signo par ( 0 A*g... Ion di'tormmiint* 0 X h\ - # v A' t »... 

Hi Pun ordomu* s\ droito jnu* mpjHirt k A\ F, l} % <m trouvo 

!V*xpm«bti 

— (AY/— + t{BF)dmh » f (lW)eli# f |, 

dt* «orfce que 

l* ' — | [(##)</«’■' *f 2 { 0 F)dudv ^{ 0 (i)dir\ t 
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Liquation (4) donne done 

[F 1 d l — E x 6 2 — i; (OE)] diC 2 + ( G !0 X — E 2 d 2 ) dudv 

+ [<? 2 #i — F 2 d 2 — \ (#(?)] dv 2 + ^ (dud 2 v — dvd 2 u) = 0, 

ou, multipliant par rfs et remplagant les produits djds, 0 2 ds par 
leurs valeurs (7), 

2A ( dud 2 v — dvd 2 u) = (FE 1 + EE 2 — 2 EFj) du z 
+ (GE 1 + 3 FE % - 2 EG, - 2FF,) du 2 dv 
- (EG, + SFG 1 - 2 GE 2 - 2FF 2 ) dudv 2 - ((?(?, + FG 2 - 2GF 2 ) dv\ 

O’est liquation differentielle des lignes geod^siques. 


Prague, juillet 1893. 
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